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khoang thoi gian At 1a 1 — SAt. Luc d6 ta c6 cong thirc sau ddy ding véi moi n > 0 (hdy
tham khao thém muc 2.4, Chuong IV):

Pt + At) = pa(H)(1 — AAD(1 = SAL) + pp_i(D(AAD(1 — SAL) + pps1(D(1 — AAL(SAL).

Véin =0, co: po(t + At) = po(t)(1 — AAL) + pi(t)(1 — AAL)(SAt). Tur cidc cong thirc
trén bang cach chuyén vé thich hop, chia ca hai vé cho At va cho qua gidi han, s& c6 céc
cong thirc sau:

dpa(t)/dt = Apn-1(t) + Spas1(t) — (A + S)pa(t), diing Vn > 0, dpo(t)/dt = —Apo(t) +
Spi(V).

Do d6 101 giai cho trang thai viing (steady state solutions) phai thod man:

App-1+ Spus1 — (A + S)pu=0, Vn > 0, —Apo+ Sp1=0véin=0 = p, = (1 —p)p",
Vn.

— Tir &6 tim gid trj ctia cdc chi s6 thich hop theo cic cong thirc Ls :Z:npn , Ws =
n=0
Ls/A, Wq = Ws — 1/S, Lq = AWq. Hiy kiém tra lai cdc két qua trén theo cong thirc (I)
muc 3.3 da biét.

5. Xét cac dieu kién cua bai tdp 3. Hay xdc dinh can bo tri bao nhiéu chd cho xe cho
trude khi vao rira dé khi mot xe toi str dung dich vu ¢6 cho do véi xac suat 90%.

6. Xét bai tap 3. Gia sur tram xe chi c6 4 chd cho xe cho trude khi st dung dich vu
va do d6 néu hang chd di ¢ 4 xe thi mot xe méi dén s& bo di toi chd rira xe khic. Hay
ap dung cong thuc (IV) muc 3.3 dé xac dinh % khach hang bi mat va thoi gian trung
binh rira xong mot xe tinh tir ldc vao hang cho.

7. Céc bai tap 3, 4 va 5 ¢6 thé dugc gidi bang phuong phdp mo phong nhur thé nao?

8. Xét mot quay ban hang an nhanh vdi cdc sé liéu sau: gidn céch thoi gian giita
thoi diém hai khach hang lién tiép dén quay tuén theo phan phdi déu trong khoang tir 1
t6i 5 phit, thoi gian phuc vu mdi mot khach hang 1a ding 2 phit. Hay thuc hién md
phong ngau nhién va cho biét: hé sd str dung cua quiy va sd khach hang trung binh
trong hang cho.

9. Giai lai bai tap trén, biét réng khéach hang chia thanh hai loai: loai dugc uu tién va
loai binh thuong (khich thudc loai dwoc wu tién khi dén quay dugc xép phia trén tit ca
céc khach loai binh thudng). Ngoai ra cho biét ti 1¢ khach hang uu tién so véi binh
thuong la 1/2.

10. Khao sat 200 xung tin hi¢u qua céc van dién dén diéu khién co ciu chﬁp hanh,
ngudi ta thay trung binh 2 gidy c6 mot chudi xung. S6 liéu da khio st dwgc vé thoi
gian xung cua cic chudi xung duoc cho trong bang.
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Bing phuong phdp mo phong ngau nhién (néu c6 thé, 1ap chuong trinh tinh todn trén
mdy tinh) hdy xéc dinh sb van dién (t6i thiéu) cin md sao cho viéc diéu hanh co cau chap
hanh duoc lién tuc (néi cach khéc, céc chudi xung ludn dugc phuc vu kip thoi).

Thoi gian xung (gidy) Sé lan Tan suét
3 50 0,25
4 40 0,20
5 50 0,25
6 60 0,30

11. Mot tram buu dién vién théng c6 13 cong. Thoi gian phuc vu mdi khach hang
trung binh 1a 5 phut. Két qua khao sat thong ké cho biét sb lugng tin hiéu khich hang
trung binh dén trong mot gio, con két qua thu thap phiéu thim do y kién khach hang cho
biét thoi gian trung binh (sb phit) mot khiach hang cé thé doi trude khi dugc phuc vu
nhu sau:

Céc giai doan Sé tin hiéu/gior Thoi gian c6 thé doi toi da
Nhu céu cao 120 5

Nhu c&u trung binh 60 55
Nhu cAu thép 30 6

Str dung md phong ngau nhién, hiy xdc dinh quy trinh tinh todn tim sé cong tdi
thiéu can mé trong mdi giai doan dé ddp tmg dugc yéu cau cia khach hang (nhing gia
thiét nao can dé ra dé giai quyét van dé nay).

12. M6t tram rit tién c6 hai mdy ty dong, tai mdi mdy c6 hang chd cho t6i da 4
khéach hang (ké ca nguoi dang st dung dich vu). Cac khach hang dén tram tuan theo luét
Poit — x0ng v6i thoi gian gidn cich trung binh giita hai 1an lién tiép khach dén 12 1 phit.
Néu ca hai hang chd déu da c6 dir s6 lugng toi da ngudi cho thi khach hang toi tram s&
b6 di. Trong truong hop hang chd con chd, khich méi téi s& xép vao hang chd it nguoi
hon, néu hai hang chd ciing con chd, khach méi téi vao hang bén phai. Trong truong
hop hai hang chd déu con chd, khich hang c¢6 thé chuyén tir hang dai sang hang ngan
hon néu thdy hang d6 c6 it nhat it hon hai ngudi so voi hang dang dimg. Gia st thoi
gian rit tién tai mdi may déu tuén theo luat mi vai ki vong 1a 1,5 phiit. Hay sir dung md
phong ngiu nhién (va viét chuong trinh may tinh phit hop) dé xdc dinh cac chi s6 sau:

— Thoi gian trung binh mdt khach hang st dung dich vu (tinh tir khi vao hang cho
cho t6i khi rit duoc tién).

— Thoi gian gian cdch trung binh gifra hai khach hang bo di.
— Hé s6 st dung ctia m&i mdy rit tién.

— P06 dai trung binh ctia mdi hang chd (ké ca khach hang dang rit tién).
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Chuong V
PHAN TICH MARKOV VA UNG DUNG

1. CAC KHAI NIEM CO BAN VE XiCH MARKOV

1.1. Mt s6 dinh nghia

Nhiéu mo hinh ng'flu nhién trong Van tru hoc, Kinh té, Ki thuat, Dan $6 hoc,
Di truyén hoc,... dva trén co s& la quda trinh Markov. Dac biét, Tin sinh hoc
(Bioinformatics), mot linh vuc li€n nganh cua Sinh hoc phan tir va Tin hoc, hién tai
dang ung dung rit manh cdc van d& cta Ii thuyét cdc qua trinh Markov. Cac nhiéu
chuyén gia nganh Dién tir vién théng va Co dién ciing rat quan tdm t6i qué trinh
Markov néi chung, ciing nhu cdc qué trinh sinh—ttr hay qud trinh hdi phuc néi riéng.

Vi du 1: Xét mot hé thong vat 1f tién trién theo thoi gian. Tai thoi diém t = 0, hé
théng ¢6 thé roi vao mot trong ba trang thdi (hay vi tri) 1, 2 hodc 3 mot cich ngau nhién.
Ki hiéu X(0) 12 vi tri ciia hé thong tai thoi diém t = 0 thi X(0) 1a mot bién ngiu nhién, c6
thé nhan cdc gid tri 1 hodc 2 hoac 3 voi céic xdc suit nhat dinh. Gia su rz"mg can clr vao
céc két qua quan sat hay nghién ctru, chiing ta c6 bang phan phdi x4c suat sau cho X(0):

Cac gia tri cia X(0) 1 2 3

Xé&c suét twong trng 0,2 0,5 0,3

Tai cac thoi diém tiép theo, chéng han, t =1, 2, 3,... vi tri cia hé théng s€ dugc mo
ta boi céc bién ngéu nhién X(1), X(2), X(3),... voi cdc bang phan phéi X4c sut tuong
tmg. Dya trén vi du nay, chiing ta xét dinh nghia sau vé qué trinh ngau nhién.

Dinh nghia 1

Xét mot hé thong (c6 thé 1a hé thdng vat 1i, hé thdng sinh thai hay hé thong dich vu,
...) tién trién theo thoi gian. Goi X(t) 12 vi tri (trang théi) ctia hé tai thoi diém t. Nhu vay
ung voi mdi thoi diém t, X(t) chinh 1a mot bién ngﬁu nhién mo ta vi trf (trang thdi) cta
hé théng. Qua trinh {X(t)}=0 dugc goi 1a mot qud trinh ngdu nhién.

Tap hop cdc vi tri ¢6 thé c6 clia hé goi 1a khong gian trang thdi. Khong gian trang
thai dugc ki hiéu 1a S. Trong vi du trén, néu gia sir ring X(t) chi ¢6 thé nhan mot trong
bagidtri1,2,3VtthiS={l,2,3}.

Gia sur trude thoi diém s, hé da ¢ trang thai nao do, con tai thoi diém s, hé & trang
thdi i. Ching ta mu6n ddnh gid xdc suat dé tai thoi diém t (t >s), hé s& & trang théi j. Néu
X4c suat nay chi phuy thudgc vao bd bdn (s, i, t, 1), tac la P[X(t) = j/X(s) =i] = p(s, 1, t, ])
1a ding Vi, Vj, Vs, Vt thi diéu niy c6 nghia 13, sy tién trién ctia hé trong tuong lai chi



phu thudc vao hién tai (trang thdi cua h¢ tai thoi diém s) va hoan toan doc lap véi qua
kht (tinh khéng nhé). D6 chinh 1a tinh Markov. Liic nay qué trinh ngau nhién X(t) duoc
goi la qud trinh Markov.

Trong vi duy trén P[X (1) = 2/X(0) = 1] la xac suat c¢6 diéu kién cua su kién X(1) = 2
(tai thoi diém t =1, hé théng nam tai vi tri 2) v6i diéu kién X(0) = 1 (tai thoi diém t = 0,
hé thong ndm tai vi tri 1). Néu qud trinh ngau nhién c6 tinh Markov thi x4c suit nay chi
phu thudc vao trang thai cua hé tai thoi diém s = 0 va hoan toan doc 1ap véi cic trang
thai cua h¢ trong qua khur (trudce thoi diém s = 0).

Dinh nghia 2

Néu khong gian trang théi S g@)m mot s6 hitu han hodc v6 han dém duoc céc trang
thai thi qua trinh Markov X(t) dugc goi 1a xich Markov. Luc nay, c6 thé ki hiéu S = {1,
2, 3,...}, tic la céac trang thdi duoc danh s6. Hon nita, néu tap cac gia tri t khong qua
dém dugc (chang han, t = 0, 1, 2,... ) thi ta c6 xich Markov véi thoi gian roi rac, hay
xich Markov roi rac. Néu te [0, o) thi ta c6 xich Markov v&i thoi gian lién tuc, hay xich
Markov lién tuc.

Dinh nghia 3

Xét mot xich Markov. Néu xdc sudt chuyén trang thdi p(s, i, t, j) = p(s+h, i, t+h,
j).Vi, Vj, Vs, ¥t va Vh > 0 thi ta n6i rang xich Markov thudn nhdt theo thoi gian.

Day la mdt khai niém mdi va s€ dugce giai thich ngay sau day trong muc 1.2. Ngoai
ra véi muyc dich tim hiéu budc dau, trong cdc muc 1.2 va 1.3 chiing ta s& chi xét xich
Markov roi rac va thudn nhét theo thoi gian. Vi du v€ xich Markov lién tuc s¢ dugc xem
xét trong muc 2.4 va 2.5.

1.2. Ma trin xac suit chuyén trang thai va phan phoi dirng

Trong muyc nay ching ta dua ra khai niém vé ma tran xdc suat chuyén trang thai cua
mot xich Markov roi rac va thuan nhét theo thoi gian véi khong gian trang thdi gdm N
phan tir. Trong trudng hop xich Markov roi rac va thuan nhit c6 khong gian trang thai
véi s ph?m ttr vOo han dém duge, khéi niém vé ma trin xdc suét chuyén trang thai s¢€
duoc xay dung mdt cich tuong tu.

Vi du 2: Xét lai vi duy 1 trong muc 1.1, nhung véi mot cach minh hoa khéac trong
linh vuc dich vu. Trong mét khu phd 1000 dan (khdch hang) c6 3 siéu thi laA,BvaC
(A, B, C duorc coi 1a céc vi tri 1, 2, 3 ctia hé thong siéu thi nay). Gia sir rang, trong tu’ng
thang mdi khach hang ludn trung thanh v&i mot siéu thi. Ngoi ra, cling gia sir rang
trong thang dau sb khach vao céc siéu thi lan luot 1a 200, 500 va 300; tic 1a c6 20%
khéch hang vao siéu thi A, 50% vao B va 30% vao C. Nhu vay, c6 thé du dodn rz"mg mot
khéch hang vao A voi xéc suét 0,2; vao B vo1 xac suét 0,5 va vao C voi xac suét 0,3. bé
md ta tinh trang phan chia thi phan trong thang dau (thang 0) ctia hé thong siéu thi trén,
chiing ta thiét 1ap bién ngau nhién X(0) vdi quy tic: néu khach hang mua hang & siéu thi
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A thi dat X(0)=1, ¢ siéu thi B thi dat X(0) = 2, con ¢ siéu thi C thi X(0) = 3. Luc do,
X(0) c6 bang phan phdi xdc suat sau:

Cac gia tri cua X(0) 1 2 3

Xéc sudt tuong ung 0,2 0,5 0,3

Ki hiéu P[X(0) = 1] = ;;?, P[X(0) = 2] = m?, P[X(0) = 3] = m3” thi véc to IV =
[, 1@, 11 =10,2 0,5 0,3] duge goi 1a véc to phan phéi xdc sudt tai thoi diém t = 0
hay véc to phan phéi ban dau. Céc thanh phan cua IT” cho biét ti 16 phin trim (%)
khéch hang vao céc siéu thi A, B va C.

Nhitng thdng sau, ta gia sir xdc sudt dé mot nguoi khach, da vio mua hang & siéu thi
A thang trudc vao lai A trong thang sau lu6n 12 0,8; chuyén sang mua hang & B luén la
0,1 va chuyén sang C Iudn 1a 0,1. Xac suat dé mot nguoi khach, da vao mua hang ¢ siéu
thi B thang trudc chuyén sang A ludn 1a 0,07; vao lai B Iu6n 1a 0,9 va chuyén sang C
ludn 1 0,03. Con xdc suat dé mot ngudi khach, di vao siéu thi C thang trude chuyén
sang A luon la 0,083; chuyén sang B 1udn 1a 0,067 va vao lai C lIudn 1a 0,85. Lic d6 cac
xdc suat chuyén ctia khach hang duoc cho théng qua ma trdn xdc sudt chuyén trang thdi
P (con goi 1a ma trdn chuyén sau mot budc):

08 01 0,1
P=10,07 09 0,03| = [pilsa
0,083 0,067 0,85

Ching ta c6 thé v& duoc so dd chuyén trang thai nhu trén hinh V.1.

Hinh V.1. Sod6 chuyén trang thdi

DPé mo ta tinh trang phan chia thi phan trong thang t (t = 1, 2, 3,...) cia hé thong
sidu thi trén, c6 thé thiét 1ap bién ngau nhién X(t) véi quy tic twong tw nhu khi thiét



lap X(0): néu khéch hang mua hang ¢ si€u thi A thi dat X(t) = 1, ¢ siéu thi B thi dat
X(t) = 2, con & siéu thi C thi X(t) = 3. Van dé dit ra 12 X(t) c6 bang phan phdi x4c sut
nhu thé ndo.

Trudc hét ta di tim bang phan phdi xdc suat cho X(1). Xét p, = P[(X(1) = 2/X(0) = 1]
=0,1 1a x4c suat d&¢ mot nguoi khach, da vao mua hang & siéu thi A thang O chuyén sang
mua hang ¢ si€u thi B trong thang 1. Ngoai ra, P[X(t+1) = 2/X(t) = 1] = 0,1 Vtla sb tu
nhién, vi theo gia thiét ctia bai todn thi x4c suat dé mot nguoi khach, da vao mua hang &
siéu thi A thang trude chuyén sang mua hang & B ludn 12 0,1. Vay pi, duoc goi 13 xdc
sudt chuyén sau mot bude tir vi tri 1 sang vi tri 2, boi vy ¢ thé ding ki hiéu pp,'" dé
chi 15 déy 1a xdc suit chuyén sau mot bude. Céc phan tir pijVi=1,2,3vaVvj=1,2,3
cua ma tran P ¢4 y nghia tuong tu.

D@ thiy ring trong thiang 1 s6 khach hang mua hang tai siéu thi A 1a 200 x 0,8 +
500 x 0,07 + 300 x 0,083 =219,9 (= 220); $b khach hang mua hang tai siéu thi B 1a 200
x 0,1 + 500 x 0,9 + 300 x 0,067 =490,1 (= 490); con b khach hang mua hang tai siéu
thi C s& 12 200 x 0,1 + 500 x 0,03 + 300 x 0,85 = 290. Do téng s khach hang 1a 1000,
nén X(1) c¢6 bang phan phdi xdc suit sau:

Cac gia tri cua X(1) 1 2 3

Xéc sudt tuong ung 0,2199 0,4901 0,2900

Viy véc to phan phdi xdc suat tai thoi diém t = 1 12 IV = [V, 7", 15"] cho biét
ti 1& phan trim khich hang vao céc siéu thi A, B va C trong thang 1. Bang phép tinh ma
tran cling tim dugc 1" nhu sau:

08 01 01
1" =11x P=[0,2 0,5 0,3]x| 0,07 0,9 0,03 |=[0,2199 0,4901 0,2900].
0,083 0,067 0,85
Tuong tu cé thé im duoc I1?:
08 01 0,1
n? =11 % P =[0,2199 0,4901 0,2900] x | 0,07 0,9 0,03
0,083 0,067 0,85
=[0,234297 0,48251 0,283193].

Sau day ta di tim ma tran xac sudt chuyén trang thai sau hai bude. Ki hiéu plz(z) la
xdc suat chuyén tir vi tri 1 sang vi trf 2 sau hai budc. Theo cong thirc xdc suat toan phan
ta co:

p12(2) =P[X(2)=2/X(0)=1] =P[X(1) = 1/X(0) = 1] x P[X(2) = 2/X(1) = 1]
+ P[X(1) =2/X(0) = 1] x P[X(2) = 2/X(1) = 2]
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