qooTo + q10T1 + Q20T +... = 0,
qo1To + q1iT + 72 +... =0,

qo2To + q127 + Q2T +... =0,

Do tinh chit dic biét, nhu da phéan tich ¢ trén, ciia ma tran cuong do Q cua qua trinh
sinh—tir, hé trén duoc viét mot cach tuong minh hon nhu sau:

( —\oTo + W+ =0,
{ Mo — M+ WD)T + [T +... =),
My -+ W2)T0 + WsTt3 +... =0,

Tir ddy d& ding tim duoc Tue = (/pns)Tn, Vi = 1, 2, 3,... dé di t6i cong thirc tinh
;, Vi.
T = (Ao/l)To,
T = (M/U)T = (M Ao/Mot))T,
{ T3 = (A/U3) T = (AAi/Uaa) T = (Ao Ag/Mspalti)Too,

T = (An/Mn )T =... = AnAn1.. Ao/Hntiln... L1)T0,

\ -

Véi diéu kién D m =1, cudi cling ta c6:
i=0

To= 11+ D, Owhcr.. Ao/ttt 1).

k=0

Dic biét khi w, = 0, Vn thi qué trinh sinh—tir tré thanh qud trinh sinh thuan khiét
(pure birth process). Qué trinh sinh thuan khiét v6i A, = A 12 qud trinh Podt—xong véi
tham s6 A.

Vi du 2: Gia str dong khéch hang dén mua vé & mot vin phong ban vé v6i M quay
phuc vu 1a dong Podt—xong voi tham sb A = 6 khach hang/1 phit (diéu nay ciing ¢
nghia 12 khach hang dén phong ban vé véi céc thoi diém dén tuan theo luat phan phdi
mil v6i tham s A = 6).

Ngoai ra, con biét nguyén tic phuc vu 1a FCFES (First come first served) va thoi gian
phuc vu tai mdi quay c6 luat phan phdi mii véi ki vong 1/3 (phiit).

Can tra 101 hai cau hoi sau day:
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— S6 quay hang tbi thiéu 12 bao nhiéu dé hang chd khong tré nén dai vo han?

— Gia sir N, 12 s6 khach hang dang cho hay dang duoc phuc vu tai thoi diém t. Chon
M = 4 va mot khich hang s& chd dé duoc phuc vu néu N, < 4, cho véi xdc suat 0,5 néu
N = 5 va s& bo di néu N, = 6. Hiy xdc dinh phan phdi dimg ctia qud trinh nay?

Trude hét, trong vi du nay chiing ta ¢6 mot qué trinh sinh—tir voi khong gian trang
thai S = {So, Sy, Sp,..., Sp,...}, trong d6 S, 1a trang thai trong van phong c6 n khach hang.
Céc cuong do chuyén ladk=6voik=0,1,2,.. con =3k véi k <M va g = 3M voi
k > M. Piéu nay 12 do bién cyc tiéu cua cdc bién ngiu nhién v&i phan phdi mii doc
1ap ciing c¢6 phan phdi mii v6i tham sb bang tong cdc tham sd ctia cic phan phdi
mil tuong tng. That vay, gid st X = Min {X;, X} voi X; va X, tuan theo phan
phdi mii doc 1ap v6i cdc tham s py va po, thé thi PX >t) = P(X; > t) P(Xp > t) =
e Mle™ = MM Do d6 X ¢6 phan phdi mii voi tham sd =y + po.

Do My = 6/3M < 1 (khi k > M) nén véi M 2 3 thi:

=

Z Mgy g Ty My ) < oo

k=0
Béi vdy hang doi s€ khong dai vo han (néu trdi lai, khi chudi phan ki thi
T, =7, =7, =..=0, nén s6 khach trong hang doi s& dan t6i mot s6 hitu han khi t — oo
v6i xdc sudt bang 0).

Trong céu hoi thtr hai, ta c6 Ay = A = Ay = A3 = A4 = 6, As = 3. Theo cong thirc tinh
5
T =1A+Y ARy /By 1y)) ta 6 ngay T = 12/89. Tir d6 tinh ra 1, = 24/89,
k=0
T, = 24/89, M3 = 16/89, T4 = 8/89, ms = 4/89 va mg = 1/89.

3. MO PHONG XICH MARKOV
3.1. M6 phéng xich Markov thoi gian roi rac
Phuwong phdp 1

Xich Markov roi rac va thuin nhét con c6 thé duoc ki hidu 1a Xo, Xi, Xo,... Gid str
khong gian trang thai la S gém hitu han trang théi: S = {0, 1, 2,..., N} va ma tradn xdc
sut chuyén trang thai da duoc biét 1a P = [pijlnx~. Chiing ta s€ m6 phong xich Markov
roi rac va thuln nhat théng qua vi du da trinh bay & cdc muc 1.2 va 2.1 ciia chuong nay.

Ta c6 phan phdi ban dau la:

Xo 1 2 3

mn” ©n” =02 " =05 " =03




Pé md phong X, ta dp dung phuong phdp md phong phin phdi roi rac da hoc &
chuong III. Trén mdy tinh, ta phét sinh ra mot s6 ngau nhién r = RANDOM]JO0,1) theo
luat phan phdi déu U[0,1) trong [0,1). Néu r < 0,2 ta ldy Xo = 1; néu 0,2 <r < 0,7 thi ta
lay Xo =2 ; con néu r > 0,7 thi dat X, = 3. Can ctr két qua md phong Xo, ta md phong
X, dya trén ma trin x4c suit chuyén trang thdi:

08 01 01
P=10,07 09 0,03].
0,083 0,067 0,85

Gia str da biet Xp = 2, lic d6 ta can mo phong bién ngau nhién X, can ctt phan phoi
sau:

X 1 2 3

Xéc suét tuong ing p21= 0,07 p22=0,9 p23 = 0,03

Diéu nay c6 thé dwoc thuc hién twong ty nhu khi moé phong Xo. Can chi ¥ ring,
trong hang thir hai cia bang trén ta c6 phan phdi xdc suit c6 diéu kién cia X, véi didu
kién Xy = 2. Cac budc tiép theo md phong X, Xs,... dugc tién hanh tuong tu (cho tdi
X500 chfmg han).

Lap lai quy trinh nay bét dau tir X, cho mot s6 bude lap L du lon (chang han 1000
lan) ta s€ c6 mot bo 1000 $b liéu cho Xsq. TUr 6, co thé tim duoc bang phan ph01 tan
suét (con goi 12 xdc suét thuc nghiém) ciia Xsoo qua thi nghlem md phong trén dy dbi
voi Xs00. Nhu vay, ta tim dugc véc to phan ph01 (xdc sudt thuc nghiém) 1%, Cubi
ciing, chiing ta c6 két qua tim gan ding phan phdi dimg 1a: I = 1°%,

Chii y:

— Trong vi du trén day, ta thdy c6 thé diing md phong dé tim phan phdi dimg. Tuy
nhién, muyc dich chu yéu cta phuong phép 1 1a nhdm mo phong céc xich Markov rdi rac
thuan nhat, 12 cdc qua trinh c6 thé xay ra trong cic hé thong phirc tap.

— Khi khong gian trang thdi S gdm moét s6 16n cdc trang thai thi phuong phdp mo
phong trén yéu cau thoi gian chay méy tinh khd 16n. Dé khac phuc didu nay, chiing ta
xem xét phuong phap 2 sau day.

Phwong phdp 2

Xét mot hé thong ki thuat duoc biéu dién bai xich Markov roi rac thuan nhat {X,}, t
=0, 1, 2,... v6i khong gian trang thi S ¢6 N trang thdi (N kha 16n) va ma tran chuyén
trang thdi P = [pijlnxn. Xét thoi diém n, tai thoi diém nay gid st @ md phong duge X, =
s. Ta s& mo phong thoi gian T, 12 thoi gian tdi 1an nhay tiép theo som nhat ma X1, #s.
Do xich Markov la roi rac nén T, chi c6 thé nhén cdc gia tri 1, 2,... Pat p = pgs, dé thﬁy
T, ¢6 phan phéi hinh hoc nhu sau:

T, 1 2 k
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Xdc suat I-p (1-p)p (I—P)Pk_l
twong ung

Mo phong phan phéi nay ta tim duoc gia tri T,. Con X4, c6 phén phéi x4c sudt
nhu sau:

XosTn 1 2 S N
Xdc suat pa/(1-p) | pof(1-pw) | | O | o | pa/(1-ps)
tuong ung

Céch mo phong nay sé tiét kiém hon thoi gian chay mdy tinh (khi N khd 16n),
nhung viéc 1ap trinh s& phirc tap hon it nhiéu.

Xét vi du nhu da trinh bay trén, néu ding phuong phép 2, mot cich hoan toan twong

tu, chiing ta ciing tim dugc phan phéi dimg T = 1%,

3.2. M6 phéng xich Markov thoi gian lién tuc

Xét xich Markov thoi gian lién tuc {X(t) }te[o, ) Gid sur réng xich di vao trang thai i
tai thoi diém nao d6, chang han thoi diém 0 va khong rdi khoi trang théi nay cho dén
thoi diém s. Lic do, do tinh “khong nhé™ cua qué trinh Markov, xdc suat dé xich van
tiép tuc ¢ nguyén trang thdi do cho tdi thoi diém (t + s) s€ 1a:

P{(Ti>s+t)/(Ti>s)} =P{T;>t}

trong d6 T; 1a thoi gian qué trinh dimg lai & trang théi i. D& thiy, néu T; c¢6 phan
phdi mii v&i ham phan phdi F(T; < 1) = 1 - ¢ thi déng thte trén duoc thoa man. Pidu
nguoc lai cling c6 thé chiing minh dugc. Vay T; cé phan phoi mil.

TU nhan xét trén, ta c6 thé dua ra mot dinh nghia khdc cho xich Markov thoi gian
lién tuc. Xich Markov thoi gian lién tuc 12 mot qud trinh ngau nhién c6 cdc tinh chat sau
mdi khi né di vao trang thai i:

— Luong thoi gian T; xich dung lai tai trang thdi i trudc khi né chuyén sang trang
thai khac 12 mot bién ngiu nhién v6i phan phdi mii ¢6 tham sb v; (hay c6 ki vong 1/vy).

— Mot khi qua trinh roi khdi trang thai i, n6 s€ di vao trang thai j nao dé (doc lap voi
T;) voi cdc xdc suat pij thoa méan Zpij =1,p; =0,Vi.

j

Vay dé md phong xich Markov thoi gian lién tuc, chiing ta can md phong day To, T1,
Tp,... (cac lugng thoi gian T, xich dung lai tai trang thai J; trudc khi né chuyén sang trang
thai khéac) va day Jo, Ji, Jo,... (cic trang thdi ma xich chuyén dén). bé phét sinh T, nhu
trén da n6i, ta can biét tham s vy, ctia phan phdi mii tvong tng. Con dé phat sinh trang
thai xich Markov chuyén dén J, Vr, chiing ta c6 bang phan phdi xdc suat sau:

Trang thai dén 1 2 i N




X4c suat twong ung pil P2 0 pPin

Trong bang trén, i =J; - 1a trang thdi cua xich tai budc r — 1 (vdi cac xac suét pij thoa
man Zpij =1,p,; =0,Vi).
j

Pé thuc hién mo phong xich Markov thoi gian lién tuc, c6 thé sir dung s6 liéu cta vi
du da xét trong muc 2.4 hay 2.5.
BAI TAP CHUONG V

1. Chi sé tiéu thu dién 12 mot lugng ngau nhién c6 phan phdi tai thoi diém ban dau
nhu sau:

Xo Duéi 50 s 50 t61 100 100 t61 150 Trén 150

Til¢ % 5% 40% 40% 15%

Biét ma tran xdc suét chuyén trang thai la:
0,85 0,10 0,05 0
0,05 0,85 0,08 0,02
0,02 0,03 0,90 0,05
0,05 0,05 0,10 0,80

— Hay gidi thich y nghia ciia ma tran P.

— Tim phan phdi dimg cua xich Markov thoi gian roi rac trén ddy va cho biét y
nghia cua két qua thu dugc.

2. Mot chu trang trai trong hoa hémg nam thyc hién phan tich thanh phan dat cia
trang trai. Ket qua phan tich dua ra dit thudc vio mot trong ba trang thai: tt, binh
thuong va xau. Cac khao sit thong ké cho biét cic ma tran xdc suat chuyén trang thdi
(sau mdt ndm) trong cac truong hop khong bon phan va ¢é bon phén (hitu co) nhu sau:

0,2 0,5 03 0,3 0,6 0.1
P=0 05 05|vakP,=| 0,1 0,6 0,3
0O 0 1 0,05 0,4 0,55

Céac ma tran lgi nhudn/nadm (don vi tinh 1a 10 ngan USD) twong ung vdi cdc ma tran
xdc sudt chuyén trang thai trén la:

76 3 6 5 -1
R,=|0 5 1|vaR,=|7 4 0.
00 -1 6 3 -2
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Chu trang trai can lya chon chinh sach tt nhét trong sd tdm chinh sich sau: khong
bén phan trong bat clr truong hop nao, ludn bén phéan trong moi truong hop, chi bén
phan cho dat & trang thai 1, chi bén phén cho dat & trang thai 2, chi bén phén cho dat &
trang thai 3, bon phan mot khi dat & vao trang thai 1 hodc 2, bén phan mot khi dat & vao
trang thdi 1 hodc 2, bén phan mot khi dét & vao trang théi 1 hodc 2. Cdc ma trén xdc sut
chuyén trang thi va loi nhuan tuwong tmg véi hai chinh sich dau tién chinh 1a cic ma
tran Py, Ry va P,, Ro. Cdc ma trin xdc sudt chuyén trang thai khac c6 thé dé dang xéac
dinh dugc, chiang han twong ng vai chinh sich “chi bén phan cho dat & trang théi 3 1a
c4c ma tran sau:

2 05 03 76 3
P.=| 0 05 05/ vaR,=[0 5 1
0,5 0,4 0,55 6 3 2

Hudng dan: Vi mdi mot trong tdm chinh séch trén hay tim véc to phan phdi dimg
IT = [, T, 73]. Sau d6 tim v; 1a ki vong 1gi nhuén/nam néu két qua phan tich cho biét
dat & trang thaii, Vi=1, 2, 3. Chfmg han tng voi Ps va Rs ta c6 v, = 00 + 0,5%0,5 +
0,5x1 = 0,75. Cubi cting can tinh ki vong loi nhuan cta chinh sich theo cong thic: E =
TXV] + TpXVy + T3Xva. So sdnh cdc ki vong 1oi nhuan nay dé Iya chon chinh sdch t6t
nhat. Trong truong hop cdc ma trén x4c sudt chuyén trang thai va lgi nhuin cé ¢ N rat
16n, c6 thé thiét 1ap md hinh quy hoach tuyén tinh dé Iya chon chinh séch t6t nhat trong
s6 2N chinh sach.

3. Mot hat vat Ii (ban dau & tai gé)c 0) chuyén dong trén truc s6 Ox voi quy tc: moi
budc chuyén dich (rdt nhanh) mot cdch ngau nhién sang bén phai hodc bén trdi mot don
vi v6i xdc sudt p = 0,5 va I-p = 0,5.

— Hay tinh xdc sudt sau 4 budc, hat nim tai vi trf x = 4.

— Hay tinh xdc suat hat ndm & vi trf trén sau mot thoi gian du dai.

4. Trong bai tip nay chiing ta nghién ctru Luat Hardy — Weinberg trong Di truyén
hoc. Xét mot quan theé gdm céc ca thé c6 cdp gene mdt trong cic kiéu AA, aa va Aa. Gia
sir & the h¢ ban dau ti 1¢ cac kieu cdp gene d6lap,qvar (véip+q+r=1).

— Chirng minh ring khi chon mét c4 thé bt ki ¢ thé hé thir nhat va chon bat ki mot
trong hai gene (ndm trong cdp gene AA, aa hodc Aa), xc suat dé€ c6 gene A lap + 1/2,
de co gene alaq+1/2.

— Tir d6 hay tim ti 1¢ céc c4 thé c6 cap gene AA, aa, Aa tai thé hé thir 2.

— Chimg minh rang véi trong cAu hoi dau tién, néu chiing ta thay cum tir “6 thé hé
thtr nhat” bang cum tur “¢ theé hé thir hai” hay “¢ thé hé thir n” thi cdc xdc suat can tinh
van khong thay doi (Ludt Hardy — Weinberg).

— Xét mot cd thé ¢; ¢ thé hé thir nhét véi trang thdi gene 12 X, (c6 thé nhén céc gid
tri AA, aa va Aa vdi cdc xdc suat p, q var). Goi X, la trang thdi gene cua c; la con cua



c1, X3 1a trang thai gene clia c3 1a con cua c,... Hiy tim véc to phan phdi gi6i han cta
xich Markov {X,} trén va cho biét y nghia cta né.

5. ,Cho XP 1a mot xich Markov v6i khong gian trang thai S = {1, 2, 3,...} va ma trdn
xdc sudt chuyén trang thai:
1/2 1/2 0 0
3/4 0 1/4 0
0 7/8 0 1/8

Hay tim véc to phan phéi bt bién IT = [T, T, T3, Ti4,...] S@0 cho IIX P =T1.
Chii y: Dé tinh T can dp dung phwong phdp tinh gin ding.
6. Cho {Xt}>0 la mdt xich Markov v6i ma tran cuong do sau day:
-1 1 0 0
1 3 2 0
0 1 2 1
0 0 1 -1

Q:

Hay tim phan phdi giéi han cho xich Markov trén ddy.

7. Mot hé théng dich vu ki thuat c¢6 hai kénh. Gia st réng thoi gian phuc vu tin hiéu
dén ctia hai kénh nay c6 phan phdi mii doc 1ap véi nhau vai ki vong 1a 20 (gidy), tirc 1a
W = 1/20, khi trong h¢ théng khong c6 qua hai tin hiéu. Néu trong hé thng c6 tir ba tin
hiéu tré 1én thi p = 1/30. Ngoai ra ciing gia st rang dong tin hiéu dén 1a dong Poat—xong
v6i tham s6 A = 1/10 khi hé thdng c6 it hon ba tin hiéu va A = 1/30 néu hé thong c6 tir
ba tin hi¢u tr¢ 1én. Tim phan phdi gidi han ctia xich Markov X,.

8. Xét xich Markov thoi gian roi rac thuan nhat véi khdng gian trang théi Sy, Si,
S2, S3, S4, Ss. Gia st qua khao sat céac mau théng ké da biét duoc ma tran xac suét
chuyén trang thdi (sau moi don vi thoi gian, c6 thé 1a phuit, tuan, nam, thé hé...) nhu
sau:

1 0 0 0
0 0 0 0
0,01 0,8 0,19 0

0
1
0
0,03 0 0 0,76 0,21 0
0
,1

oS O O

0,09 0 0 074 017
0 019 0 0 0  081]

Hay trd 161 céc ciu hoi sau:

Truong Pai hoc Nong nghiép Ha Ni — Gido trinh VAn trit ROC ...vvvviieieiieieiieeeeieieeveeesnenns 156



