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GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

CHUONG 1
CAC PING LUAT CO BAN CUA PONG LUC HOC
PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN PONG CUA
CHAT PIEM
§1 BAI MO PAU

Trong phan Tinh hoc ching ta d& nghién ctru vé luc va sy cin bang ciia cac vat thé
dudi tac dung ctia cac luc véi gia thuyét 1a cac luc khong thay doi theo thoi gian.

Trong phan Pong hoc, chung ta da nghién ctru su chuyén dong ciia cac vat thé vé
mit hinh hoc khong tinh dén cic nguyén nhan lam thay doi cac chuyén dong do.

Trén thuc té, mot s6 16n cac luc 1a nhiing dai luong bién d6i va co thé phu thudc
vao nhiéu tham sb. Quy luat chuyén dong cta vat thé phu thudc vao hinh dang, kich
thudce, khdi lugng...cia vat va cac lyc tdc dung 1én no. Bong luc hoc 1a mot phﬁn cua
co hoc nghién ctru cac quy ludt chuyén dong cua cac vat thé dudi tic dung cua cac luc.

Ly thuyét dong luc hoc dugc xay dung trén nhirng dinh luat co ban dong luc hoc.
Chung 1 két qua cta hang loat cac thi nghiém va quan sat va da duoc kiém nghiém
qua thuc tién. Nhitng dinh luat nay 14n dau tién duoc Newton trinh bay mot cach c6 h¢
thong ndm 1687 vi vy ngudi ta con goi 13 cac dinh luat Newton hay 1 nhitng dinh luat
co hoc co dién.

§2. CAC KHAI NIEM CO BAN
1. Khong gian, thoi gian :

Nhu ching ta da biét, chuyén dong co hoc la sy doi chd cua céac vat thé trong

khong gian theo thdi gian. Khong gian va thoi gian & day hiéu theo nghia tuyét ddi cb

dién (Khac voi khai niém khong gian, thoi gian trong 1y thuyét twong doi).
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2. Quan tinh :

Thuc té cho théy réng tac dung cua mot luc 1én hai vat thé tu do khac nhau, néi
chung chiing chuyén dong khac nhau.

Tinh chét cua vat thé thay ddi van tbc chuyén dong nhanh hon hay cham hon khi
c¢6 cung luc tac dung goi 1a quéan tinh. Pai luong dung dé do luong quan tinh c6 thé 1a
khéi luong.

3. Chit diém :

bé nghién ctru chuyén dong cua céc vat thé ¢6 kich thudc nho so vai do doi cua
chung, ngudi ta dua vao khai niém chit diém.

Chat diém 1a vat thé c6 khéi luong ma kich thudc cé thé bé qua dugc trong khi
nghién ctru chuyén dong cua no.

4. Co hé:

Co hé 1a tip hop cac chit diém ma chuyén dong cia cac chat diém nay lién quan

dén chuyén dong cua cac chit diém khac thudc hé.
5. Vatran :

Vit rn 1a mot co hé dic biét, trong d6 khoang cach giira phan tir (chat diém) bt

ky ctia vat luon luon khong doi.
6. Hé quy chiéu :

bé xac dinh chuyén dong cua mdt co hé (hay mot chat diém) nao do, nguoi ta phai
ldy mot vat chuan lam mdc. Hé toa 6 gin v6i vat chuan goi 1a hé quy chiéu. Néu toa
dd cua tit ca cac diém thudc co hé trong hé quy chiéu d3 chon, lu6n luén khong ddi thi
ta noi vat ding yén trong hé quy chiéu d6. Trong trudng hop nguoc lai, néu toa do cia
mot sb6 chit diém nao do thudc co hé thay ddi theo thoi gian thi ta nd1 co hé chuyén

dong trong hé quy chiéu da chon.
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§3. CAC PINH LUAT CO BAN
1. Dinh luit quan tinh (Pinh lujtI) :

Chét diém khéng chiu tac dung cta luc ndo thi giir nguyén trang thai ding yén hay
chuyén dong thang déu.

Trang thai ding yén hay chuyén dong thiang déu cua chit diém duoc goi 1a chuyén
dong theo quan tinh.

Theo dinh luat nay néu khong co6 lyc nao tac dung 1én chit diém hoic hop céc luc
tac dung 1én chit diém bang 0 thi vécto van tdcv ctia chat diém s& khong doi ca vé do
16n 14n huéng va do d6 gia toc w= 0.

Hé quy chiéu trong d6 thoa mén dinh luat quan tinh goi 14 hé quy chiéu quan tinh.

2. Dinh luét co' ban ctia dong luc hoc (Pinh luat II) :

Duéi tac dung cua luc, chat diém tu do chuyén dong voi gia tde cung hudéng véi

hudng cua lyc va c6 do 1on ty 1¢ voi1 do 16n cua luc :
F=mW (1.1)

Trong d6 m 1a khdi lugng cua chat diém.

H¢ thire (1.1) duoc goi 1a phuong trinh co ban ctia dong lyc hoc.

Tur h¢ thirc (1.1) chiing ta théiy réng dudi tac dung ctua cung mot luc, chét diém nao
c¢6 khdi lwong nhé hon sé c6 gia toc 1on hon. Nhu vay khéi luong 1a dai lugng vat 1y
dac trung cho muc dd can tré su thay ddi van tdc cua chit diém—quén tinh cta chat
diem.

Trong co hoc ¢6 dién khi van tdc chuyén dong cta chat diém nho hon nhiéu so voi
van toc anh sang, ngudi ta coi khéi lwong 1a dai lugng khong doi.

Nho hé thire (1.1) ta co thé tim duoc hé thic lién hé gilta trong luong va khdi
lugng cua mot vat. That vay, thuc nghiém da chi ré‘mg dudi tdc dung cua trong luc P
mot vat roi tu do (& do cao khong 16n 1dm va khong tinh dén stc can cua khong khi)
déu c6 cung gia toc 1a g.

Dodotur(1.1)tasuyra:

P=m.g (1.2)

Chuong I Cdc dinh ludt co ban ciia PLH- PTVP chuyén déng Trang 3



GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

Can n6i thém rang, cling nhu gia toc g, trong luong thay dbi theo vi 46 va do cao
nhung khdi luong 1a mdt dai luong khong ddi voi mot vat.
3. Pinh luit vé tic dung va phan tac dung : (Pinh luét III)
Hai lyc ma hai chét diém tic dung 1én nhau bang nhau vé s, ciing hudng tic dung
nhung ngugc chiéu.
Ta can cha v ré“mg cac luc tac dung tuong hd nay khong tao thanh mdt hé luc can
bang vi chiing dit vao hai chat diém khac nhau.
4. DPinh luat doc 1ap tac dung :
Duéi tic dung dong thoi ciia mot sb luc, chat diém c6 gia tde bang tong hinh hoc
cac gia tbc ma chét diém c6 duoc khi timg lyc tac dung riéng biét.

Gia str chat diém c6 khoi lugng m chiu tac dung cua cac luc F,,F,,...,F, . Goi la

—

gia toc cua chat diém c6 dugc khi cac luc nay tac dung dong thoi, con W, W,,....,W, ma

chat diém c6 duoc néu nhu timg luc F,, F, ..., F, tic dung riéng 18.
Theo tién dé trén ta c6 :
W=W+W,+.+W, (1.3)
Nhaén hai vé cta (1.3) véi m va dé y dén tién dé tha 2 ta duoc :

+..tmW,

3
|
Il
3
n
3

Hay la: F =mW (1.4)

5. H¢ don vi :
Pé do cac dai lugng co hoc ngudi ta phai dung ba don vi co ban. Tuy thudc vao
viéc chon hé don vi co ban ma ta c6 hé don c1 do khac nhau :
- Hé don vi qubc té (SI) : Cac don vi co ban mét (m), kilogram (kg) va gidy (s).
Luc 1a don vi dan xuit dugce do bang Newton (N).

kg.m

2
S

IN =1

Chuong I Cdc dinh ludt co ban ciia PLH- PTVP chuyén déng Trang 4



GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

H¢ don vi MKS : Cac don vi co ban 1a mét (m), kilogram lyc (kG) va gidy (s). Pon

vi do khéi luwong 1a don vi dan xuat.
§4. PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN PONG

Dua vao dinh luat co ban cua dong luc hoc, & day chung ta s€ thiét lap mbi quan h¢
giita cac luc tac dung 18n vat thé va quy luat chuyén dong ciia n6. Mbi quan hé d6 duoc
goi 1a phuong trinh vi phan chuyén dong.

I. PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN PONG CUA CHAT DPIEM :

Xét chuyén dong cua chit diém tu do dudi tac dung cua cac lyc 17“1,15‘2,...,17“” (Déi
v6i cac chat diém khéng ty do, ching ta dung nguyén 1y giai phong lién két bang céac
phan luc dé c6 thé xem chiing nhu chit diém tu do).

1. Dang vécto :
Nhu ching ta da biét, gia tbc W cua chat diém duoc biéu thi qua vécto ban kinh 7

cua no nhu sau :

W=r
Vi vay phuong trinh co ban ctia dong luc hoc chat diém (1.4) c6 dang :
mr = Zﬁk (1.5)
Phuong trinh (1.5) 13 phuong trinh vi phan chuyén dong cta chat diém duéi dang
vecto.

2. Dang toa d¢ Descarte :

Xét chuyén dong cua chat diém trong hé

\Z

toa d6 Descarte Oy. Chiéu phuong trinh (1.5)

1én cac truc toa do Ox, Oy, Oz ta duogc : M
mx = Z:F,W r
myp=YF,  (L6) y
mi=>YF, O

Hinh 1
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hay :
d*x
m. dtz =2Fkx
d? ,
m. dt2y=szy (1.6")
d*z

Hé phuong trinh (1.6) hay (1.6%) 12 phuong trinh vi phan chuyén dong ciia chat
diém trong h¢ toa do Descarte.
3. H¢ toa d¢ tu nhién :

Chiéu hai vé cua phuong trinh (1.4) 1én cac truc ctia hé toa do tu nhién (z, n, b)

(Hinh 2) ta dugc :

mW,=Y"F,
mW, = ZFkn
mW, = ZFkb

.2
ViW,=5, W, =", W, =0 nén
o,

m.S':ZFkT
.2
m.% =>F, (1.7

0= F,

Nhitng phuong trinh ndy duoc 4p dung mot cach co hiéu qua khi biét quy dao tuyét doi

ctia chat diém. Phuong trinh thir nhat cta hé (1.7) véi diéu kién ban dau twong tmg cho
phép ching ta xac dinh quy ludt chuyén dong cua hé, hai phuong trinh con lai dung dé
xac dinh cac yéu t6 khac chua biét cua bai toan (phan luc lién két, ban kinh cong
yerV.V)
II. PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN PONG CUA HE :
Xét co hé gém n chat diém m;, m,, ..., m,. Goi F% la hop luc cua tat ca cac luc
ngodi va F'; 1a cac hop luc cua tit ca cac luc tong tac dung 1én chat diém thi k cua hé.

Phuong trinh vi phan chuyén dong ciia chat diém thi k s& c6 dang :
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mW, =F% +F';
Viét phuong trinh tuong ty cho tit ca cic chat diém cua hé ta duoc :

mW, =F +F"

Hay :
m i=F.+F,
m,.y=F, +F,
m.i=F‘+F':
........................... (1.8)
m,x=Fn+F
m,j=Fy+Fy
m,Z=F:+F

(1.8) 12 hé gdm 3.n phwong trinh.

Trong trudng hop néu chung ta phan loai luc ra thanh luc hoat dong F: va phan

luc lién két N, thi twong ti v6i hé (1.8) ta co :
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§5. HAI BAI TOAN CO BAN CUA PONG LUC HQC

Trong dong luc hoc cin giai quyét hai bai toan co ban sau day:

1. Xéc dinh lyc tac dung l1én chat diém khi d3 biét quy luat chuyén dong cua no.
(Bai toan thtr nhét cua dong luc hoc ).

2. Xac dinh quy luat chuyén dong cua diém khi biét cac luc tac dung 1én no (Bai
toan thtr hai cua dong luc hoc ).

Dé giai quyét bai toan nay ta co thé sir dung cac phuong trinh (1.5), (1.6), (1.7) -
d6i voi chat diém va cac hé phuong trinh (1.8) hay (1.9)-d6i voi hé co.

Tuy nhién, cho dén nay chua c6 phuong phap tong quat dé tich phan cac hé dang
(1.8) vi vay trong thuc té ngudi ta thudng dung nhitng phuong phap khéac hiéu qua hon
ma chiing ta s& xét trong nhitng phan sau.

I. GIAI BAI TOAN THU NHAT CUA PONG LUC HQC POI VOI CHAT PIEM:

Khi biét quy ludt chuyén dong ciia chat diém, ching
ta dung cac cong thic da biét trong phan dong hoc dé tinh 7
gia toc ctia chat diém va cudi cung dung phuong trinh co

ban (1.5), (1.6), hay (1.7) dé xéac dinh cac lyc tac dung 1én

~y

no.

Vidu 1.1 : Mot thang may cé trong luong P (hinh 3) bit

|

dau di 1én véi gia toc W. Hay xac dinh strc cang ctua day

cap.
Vidy 1.2 : Tim ép luc cia 6-t6 1én mat Hinh 3

=

cau tai diém A. Cho biét 6-t6 c6 trong

luong P, van téc chuyén dong 1a v va
ban kinh cong cua cau tai A 1a p (hinh %

4).
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II. GIAI BAI TOAN THU HAI CUA PONH LUC HQC POI VOI CHAT DPIEM :
Vi bai toan na, chung ta da biét luc tac dung 1én chat diém nhu ham cua thoi gian,
van tdc, vi tri... nghia la :
F, = F,(t,v,F)
Khi d6 phuong trinh vi phan chuyén dong ciia chat diém c6 dang :
mx = ZFkx(t,x,y,z,)'c,y,z')
my=>Y F (t,x,y,2,x,5,2)  (1.10)
mi=Y F (t,x,9,2,X,,%)
Daiy 14 hé ba phuong trinh vi phan cép 2. Nghiém tong quéat cia né phu thudc vao 6
hang sé tuy ¥
x=f(t,c/,cy,C5,C4,C5,C5)

y=fz(taclaczac3ac4,c5906) (111)

z=f,(t,c,;,c,,C5,C,4,C5,C)

Nhitng hiang sb tich phan nay s& duoc xac dinh nho nhimg diéu kién ban dau cua
chuyén dong, chang han :

Khit=0thix =xy y =y, z = z.

X=X,V =Y,,Z=2Z, (1.12)

Viéc gidi hé phuong trinh (1.10) khong phai luc nao cling thyc hién duoc trong
dang giai tich. Chiing ta chi c6 thé tich phan hé (1.10) vdi cac diéu kién ban dau (1.12)
trong s trudng hop don gian.

1. Chuyén déng thing cia diém :

Trong phﬁn dong hoc, ching ta da biét van toc

va gia toc cta diém trong chuyén dong thang luén (l) R=>F
luon hudng theo duong quy dao. Vi gia toc co -
chiéu tring véi chiéu ctia hop lyc tac dung 1én chét Hinh 5

diém do d6 chuyén dong thang chi xay rakhi : R =Y F, c6 huéng khong doi va c6 van

tdc ban dau bang khong hodc cung huéng véi R .
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Vi tri cia diém M xéac dinh bai toa do x, phuong trinh chuyén dong cua chit diém
trong truong hop nay sé€ la :

mx =R _(t,x,X)

d*x dx

Hay : =R (t,x,— 1.13
ay m— g =R (X ) (1.13)
Vi diéu kién ban dau .
Khi t=0, X=X

dx

— = 1.14

di Yo ( )

Ngay ca trong truong hop don gidn nay, phuong trinh (1.13) khong phai lic nao
cling giai dugc bang phuong phap giai tich. Ching ta xét mot sd trudng hop ma
phuong trinh (1.13) c6 thé phan tich dugc ¢ dang hitu han :

a) Luc chi phu thugc vao thoi gian R_= f (¢) khi do :

d*x
mdfz _f(t)

dv
mZ_f(t)

1
W= —jf(t).dt +e, = fi(t,c,)
m
Tu day ra suy ra : x = f5(t,cy,¢;)
Cac héng $b phan tich ¢y, ¢, dugc xac dinh tur diéu kién ban dau (1.14)

b) Luc chi phu thudc vao khodng cdch : Ry = f(x). Khi d6 phuong trinh chuyén

dong co6 dang :
d’x
m = f(
P f(@)
, d’x dx dx dx
Taco: ==
dt dt dx dt
nén : mvﬂ: f(x)
dx
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Pay 1a phuong trinh tach bién co thé phan tich duoc :
V= fl (X:\Cl)

dx
Z = fi(xacl)

dx _
fi(x,¢)

Tich phan phuong trinh tich bién nay ta duoc :

dt

t=g(x,c1,¢2)
hay . X = fz(X,Cl,Cz)

¢) Luwec chi phu thic vao vin toc: R, = f(x). Phuong trinh chuyén dong viét dudi

dang :
n®orm (117
dt '

Tich phan phuong trinh tach bién nay ta duoc :

t=gi(x,c1)
Hay : x =fi(x,c1)

dx

E:fl(t:cl)

Tiép tuc tich phan phuong trinh nay ta dugc :
x = f(t,¢1,2)
2. Mt s6 vi du :
Vidy 1.3 : Mot chat diém c6 khéi luong
m, chuyén dong trong mat phéng duoi tac

dung cua lyc hiit ¥ hudéng tim vao tim O cd F

y>

dinh theo luat F =—k’m7. Trong d6 7 Ia

vécto dinh vi ctia chat diém va k 13 hé sd ty
16. Hay xac dinh phwong trinh chuyén dong
va quy dao cua chat diém 4y. Biét rang tai Hinh 6

thoi diém ban ddux =1, y=0, x=0, y=0.
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Vi du 1.4: Vit c6 trong luong P bat dau chuyén dong tir trang thai dting yén trén
mit phang nam ngang nhau dudi tac dung cia luc R c¢6 hudng khong doi va cé tri s6
tang ty 18 voi thoi gian theo quy luat R=kt. Tim quy luat chuyén dong cia vat.

Vidu 1.5 : Giai bai toan vat roi trong khong khito —

d6 cao khong 16n 1am va sttc can ty 1& v6i binh phuong — — — — — —

cua van toc :

R= %cx % - -
trong d6 p 12 mat d6 méi trudng, S 13 dién tich hinh chiéu - P
clia vat trén mat phiang vudng goc v6i phuong chuyén dong, SR
biét rang khit=0, x = v,=0. X
Hinh 7
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CHUONG 11
CAC PINH LY TONG QUAT CUA PONG LUC
HOC

Cac dinh ly téng quat cua dong luc hoc 1a h¢ qua cia dinh luat co ban cua dong
luc hoc, chung ta thiét lap mbi lién hé gilra cac dai lugng co ban cua chuyén dong 1a
dong lugng, dong nang va do do co ban tac dung cua lyc la xung lugng va cong.

Trong nhiéu truong hop, nhat 14 trong dong luc hoc viéc tich phan hé phuong
trinh chuyén dong (1.8) 1a viéc lam hét sirc phirc tap, hon nita trong phan 16n céc
bai toan dong luc hoc cua hé, van dé chinh khong phai 1a khao sat mot cach chi tiét
toan bo chuyén dong cua chit diém thudc hé ma chi nghién ctru cac hién tuong theo
ting mat riéng biét co tim quan trong trong thuc tién. Dé giai quyét nhitng bai toan
nhu vay st dung cac dinh 1y tong quat s& 1am cho qua trinh giai don gian va nhanh

chéng hon.

§1. CAC PAC TRUNG HINH HQOC KHOI LUQNG
CUA HE VA VAT RAN
1.1 Khéi lwgng ciia hé - Khoi tam :
Nhu ching ta di biét, chuyén
dong cia mdt co hé ngoai viéc phu
thudc vao lyc tdc dung con phu thudc
vao téng khéi luong va phan bd cac

khdi luong cua h¢ do. Khoi lugng cua

hé bang tong luong cua tit ca cac
phan tir hop thanh hé do :
M = ka

Khoi tdm cua mot co hé gom n

Hinh 8

chit diém M M,,....M,) khoi lugng tuong ung la (m;,my,....,m,) va cé vi tri dugc

xac dinh bdi cac vécto ban kinh 7,7,....,7, 1a mot diém hinh hoc C dugc xac dinh

ool

bo1 cong thirc :
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Chiéu 1én cac truc toa do ta duoc :

%:Z%%i 22)
_ kazk
T M

Tir cac cong thire trén ching ta thdy ring néu co hé nam trong trong trudng
d6ng nhat thi khdi tAm ciia co hé s& tring véi trong tdm ctia nd. Ciing can noi thém
rang, khdi tdm duoc xac dinh theo cong thic (2.1) hodc (2.2) ludn ludn ton tai nhu
mot thudc tinh cta co hé, con trong tam cua vat chi c6 nghia khi co hé nam trong
truong trong lyc, khai niém trong tam sé mét khi khong con trong luong. Do 1a diéu
khac nhau can phan biét d6i v6i hai khai niém nay.

1.2 Momen quan tinh :

Vi tri ctia khdi tAim chua dic trung hoan toan cho sy phan bd khéi lugng cua co
hé. Vi vay trong co hoc conc mot dic trung cho sy phan bd khbi lugng mémen quan
tinh.

- Moémen quan tinh ctia mét vat thé (mdt co hé) dbi véi truc Oz 1a dai luong vo
huéng bang tong cac tich ciia khéi lwong cua diém véi binh phwong khoang cach tir
cac diém tdi truc.

J. =kad2k (2.3)

Néu toa d6 cta cac diém trong mdt hé truc toa do Oxyz nao doé 1a xy, yy, z thi
momen quan tinh ctia hé ddi vai cac truc toa do sé 13 :

Jx = ka(yzk +2%)
Jy:ka(xzk +2%) (2.4)
Jz=Y m (¥ +x%)

Trong k¥ thuit momen quan tinh cua vat thé dbi véi truc thuong dugc biéu thi
dudi dang tich cta khéi luong voi binh phuong cia mot khoang cach trung binh nao
do.

I,=Mp’, (2.5)
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. J C N 1s 1y f s , PP S
DPai lugng p. = 1}]\/; goi la ban kinh quan tinh cia mdt vat doi voi truc z.

II. Mémen quén tinh ciia vét thé (co hé) :
Déi véi mot diém O nao d6 13 dai luong vo hudng bang tong céac tich cac khéi
luong véi binh phuong khoang cach tir cac chat diém t6i tim do.
Jo =ka.r2k (2.6)
Néu O 1a gdc toa do thi trong tng véi (2.4) ta c6 :
Jo =ka()€2k + 9% +2%) (2.7)
vatacomobilien hé: 2J,=17J, + Jy+ 17,
II1. Mémen quén tinh ciia vat thé d6i véi cc truc song song. Pinh 1y Huygen :
Dinh Iy 1.1 : Momen quan tinh cua vat dbi v&i mot truc z; nao do béng
moémen quan tinh dbi véi truc x di qua khdi tdm va song song véi z, cong voi tich
khéi lugng cua vat v6i binh phuong khoang cach gitta hai tryc.
I =Tz +Md
Chitng minh :
Qua C dyng h¢ truc toa do Cxyz Z

. d
sao cho truc x cat z; tai O. Qua O dung /
y

hé truc toa do Ox,y,z, sao cho x; = x.

Theo cong thuc thtr ba cua (2.4) ta - \e
co: 0
Jo= 2 m(xPu+ yh) X, X Hinh 9
J.= 2 m (e + %)
taco:
X, =X, —d, v, =W
nén : = ka (x’ +y2k)+( m, )dz _2'd( mkxk)

nhung : J_ =Y m (x*c + %), 2.d(Y m,x,)=2daM . =0 (viC chinh la gbc toa do)
nén : T, =Jze+ Md

Tir dinh 1y ndy ta suy ra rang d6i vé6i cac truc tring phuong, mémen quén tinh dbi
v6i truc qua khdi tAm 1 nho nhét.

IV. PINH LYVE MOMEN QUAN TiNH POI VOI TRUC QUA GOC TOA PO :
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Cho h¢ truc toa d§ Oxyz va tryc L di qua O. Phuong ctua L dugc xac dinh boi
ba gbc chi phuong a, B, v (Hinh 10).

Goi khoang cach tir diém M, bét ky thudc
vat dén truc L 1a d, = MH,. Theo dinh nghia

J, = kadzk
Tur tam gidc vuong H,OM, ta c6 :

d* =M H% = OM*— OH%,  (*)

Trong do :

Hinh 10

OM* = X%y + ¥ + 2
OH, 13 hinh chiéu cua OM lén truc L. Chiéu hai vé déng thire vécto :
OMy =x,i+y,.j+z/k 1éntruc L ta dugc :
OHy = xcosa + yxcosP + zxcosy
Thay vao (*) ta dugc :
A% = x% + v+ 2k — (xkc0s0L + yicosP + zecosy)® = x% (1 - cos’a) +y*i (1 -
cos”B) + 2% (1 - cos’y ) —2X,ViCOSACOSP - 2X,ZKCOSOCOSY — 2YiZCOSBCOsY.
Chu ¥ rang : cos’a + cos’B + cos’y = 1
Taco:
d* = x% (cos’B + cos’y )+ vk (cos’a + cos’y )+ z% (cos’a + cos’B ) —
2XykCOSACOSP - 2X,Z,COSACOSY — 2YiZcosPcosy
d* = (yA +Z22)cos’a + ( 2% + x% )eos B + (X% + ik )cos™y — 2X,ycosacosp -
2XZxCOSOCOSY — 2y, Z,COSPCosy.
Do d6 moémen quan tinh cua vat dbi voi L bang :
J, =cos’ @Y m, (y*k +2%k) +cos® B m, (¥7k +x7k)+cos’ y D m, (P + yPh) -
—2cos fcos ;/kaykzk - 2cosacosyzmkzkxk - 2cosacos,Bkaxkyk
Hay:

J, =J,.co8’a+J, .cos’ f+J_ .cos’ y—2J cosacosff—2J, cosfcosy—2J, cosycosa

Trong do Ji, Jy, J, 1a mOmen quan tinh cua vat doi voi cac truc toa do con cac dai

luong :
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J,. = kaykzk , J,. = kazkxk sy = kaxkyk (2.10)
(2.10) dugc goi 1a nhitng momen tich quén tinh (hay con goi 1a moémen quan tinh ly
tam) cua vat trong h¢ toa do Oxyz.

Véi cong thuce (2.9) chiing ta da ching minh dugc dinh 1y 1.2 :

Momen quén tinh ctua vat thé dbi voi mot truc bat ky di qua géc toa d0 hoan
toan co thé xac dinh dugc néu biét toa do va momen quan tinh trong hé toa do do.

V. Truc quan tinh chinh va truc quan tinh chinh trung tam :

Ta théy cac dai luong Jyy, Jy,, Jox phu thudc vao vi tri cua diém O va phuong cua
cac truc toa do. Néu dbi vai mot hé truc toa do Oxyz nao do ta c6 J,y, = J,, = 0 thi
truc Oz dugc goi 1a truc quan tinh chinh cua vat thé d6i vaoi diém O. C6 thé chung
minh duoc ré“mg tai mdi diém cua vat thé ludn ludn tdn tai ba truc quan tinh chinh
vudng goc v6i nhau. Cac tryc quan tinh chinh ddi véi khdi tim dugce goi 1a truc
quan tinh chinh trung tam.

Momen quan tinh cua vat dbi voi truc quén tinh chinh goi 12 mémen quan tinh
chinh, con dbi véi truc quan tinh chinh trung tAm thi goi 14 mdémen quan tinh chinh
trung tam.

Dé dang chimg minh duoc rang tryc quan tinh chinh trung tdm cila vat 1a truc
quan tinh chinh d6i véi moi diém thudc truc Ay.

Truc quan tinh cia vt d6i xing dong chat co thé tim duoc d& dang nho hai
dinh ly sau day :

Dinh Iy 1.3: Truc dbi xirng cua vat déng chét 1a truc quan tinh chinh cta vat
d6i voi moi diém thudc truc dy.

Pinh Iy 1.4: Tryc thang goc vi mit phang dbi xing cia vat dong chat 13 truc
quéan tinh chinh d6i v6i giao diém cua truc va mit phang dbi ximg.

Hai dinh 1y nay d& dang dugc chimg minh bang cach st dung tinh d6i xtmg cua
vét thé dé tinh cac biéu thirc cia mémen quén tinh ly tam.

VI. Cach tinh mémen quan tinh ciia mdt s6 vat dong chat don gian :

a) Thanh déng chdt : Tinh mémen quéan tinh ctia thanh manh AB dong chét co

chiéu dai 1 va khdi luong M, ddi voi truc Ay vudng goc véi thanh va di qua dau A

ctia n6 (Hinh 11). Mudn vdy ta chia thanh ra nhidu phan tr. Xét mot phan tir cach
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Ay mot khoang x, va c¢6 do dai Ax, khdi luong Y ! LY
ctia nd 1a my = yAx, (y 1a khdi luong riéng trén

mot don vi d6 dai : y = M/I)

. Ax

Momen quan tinh cua thanh doi voi truc Ay — C

A ] |

— B
X Hinh 11

¥ >

bang :
Sy = kadzk = Z]OCzkAxk
Chuyén tong d6 téi han ta duoc :

L 3
2 71 1 2
Ty =]m dv =" =M
0

Ap dung ding 1y Huygen ta c6 thé ching minh dwoc mémen quéan tinh cua
thanh d6i voi truc khac vudng goc véi thanh. Khi truc di qua diém gitra cta thanh ta

co:
1V 1 1 1
J..o=J, —M|=| =—MI* ——MI* =— MI*
ot T (2] 3 4 12

b)Vong tron dong chat : Tinh mémen quan tinh \

X
cia mot vong tron ddng chét ban kinh R, khdi luong
M dbi véi truc C qua tdm C ctia vong trin va thang
gbc v6i mit phang cua n6. (Hinh 11).
Taco: R C
Jeo = mr’c =) mR* = MR’ (b) m
Cong thire (b) ciing duoc dung dé tinh momen quan Hinh 12

tinh ctia vo hinh try méng do6i véi truc cua no. y

c)Tam tron dong chdt : Tinh mémen quan
tinh ctia mot tam tron mong dong chat ban kinh Ary
R, khdi luong M, ddi voi truc Cz qua tam, théng ﬁ
gbc vai tim va déi véi cac truc Cx, Cy trung véi J
truc duong kinh cua no. J

Mubn vay, chia tam thanh nhiéu vanh tron

nhd, moi vanh tron ¢6 ban kinh r d§ rong Ar, va

khoi luong my = y2nrAry, trong do vy 1a khéi Hinh 13
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luong riéng trén mot don vi dién tich y = e

Theo cong thirc (b) momen quan tinh vanh k dbi véi truc Cz bang :
Alc, = mkrzk = y2nrkArkr2k = yan3kArk
Momen quén tinh ctia tim tron dbi véi truc Cz bang tong cia mémen quan tinh
ctia cac vanh tron doi véi truc do :
Je. = ZA‘]CZ = 272727”1{3&”1{
Chuyén t6i gi6i han ta c6 :

R
I 2mdr = 77ZR4 = ;MR2 (c)

(=}

Pé tinh cac mémen quan tinh Jo, Joy cua tam d6i véi truc Cx, Cy ta nhan théy

rang voi moi diém thudc tim Z, = 0, vi vy theo cong thirc (2.4) :

Je zmkh > Cy zmk'xk » Je :zmk(xkz +yk2)
Tu do suyra:
Jex T oy = Jes
Su phan bd khbi lugng cua tdm ddi véi cac truc Cx, Cy la hoan toan nhu nhau,
vi vay ta co :

Jeoo =Jg :%JCZ :%MR2

d)Khoi cau dong chdt : Do tinh ddi xtmg nén

trong truong hgp nay : b 7
Jo=Jo=yle = MR (@
e Tam chit nhat khdi luong M c6 canh AB = C y
a, BD = b (truc x hudong theo Ab, y hudng theo
BD):
X
J, :%sz, J, :%Maz (e) Hinh 14

/) Khéi non lién tuc c6 khdi lugng M, ban kinh day R (z hudng theo khbi non)
J, =03MR’ (f)
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§2. PINH LY VE BIEN THIEN PONG LUQNG VA

PINH LY VE CHUYEN PONG KHOI TAM.
2.1 Pinh Iy vé bién thién dong lwong :
1. Bong luong : Pong lugng cua chat diém 1a mot dai luong vécto béng tich khéi
lugng cua chit diém véi vécto van toc cia né :
k=myv (2.11)

- Bong luong cua hé 1a téng hinh hoc dong luong cua tat ca cac chét diém cua

no.
E:ka.ﬁk (2.12)

Néu hé nhiéu vat thi dong luong cia hé béng téng hinh hoc dong luong cua mdi
vat. Pon vi do dong luong 1a kg.m/s.

Pong luong cod thé xac dinh qua khdi lugng cua hé¢ va van tdc ctia khoi tam.

That vay theo dinh nghia khéi tam ta c6 :

Zm,jk =M.,
Pao ham hai vé 1én theo thoi gian ta dugc :

Zm,jk :M.?C
Hay :

kaﬁk =My,

Thé vao (2.12) ta dugc
K=Mv. (2.13)

Vay : Pong luong ctia hé béng tich khéi luong cua toan hé véi van tdc khdi tam
cua no.

Hinh chiéu vécto dong lugng 1én cac tryc toa do s€ 1a :

K, =Y mx, =Mic, K, =>my, =My., K=Y m, .z, =Mz,

Ttr (2.13) suy ra rang dong lyc cua co hé ddi véi hé truc bat ky Cx’y’z’ ¢6 gbce

toa do & khoi tam C va chuyén dong cung v6i tAm nay s& bang khong vi d6i voi hé

toa d6 nay v, = 0. Mot trudng hop riéng thudng gip sé 1a chuyén dong ctia mot vat
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ran quanh mot truc ¢ dinh. Néu truc quay di qua khoi tam thi dong luong cua vat
trong chuyén dong d6 sé bang khong.
II. Xung lwgng luc :
Dé biéu thij tac dung cua lyc 1én mot vat thé trong mot khodng thoi gian nguoi
ta dua ra khai niém xung lugng cua luc.
bai luong vécto, ki hi¢u ds bﬁng luc nhan v4i khoang thoi gian vo cung bé dt :
ds =Fdt (2.14)
goi 1 xung lwong nguyén té cua luc.
Xung luong cia luc trong khoang thoi gian hitu han tir ty dén t; nao d6 1a dai

luong :
t1
§=[Far (2.15)
t0
Hinh chiéu xung lugng cua lyc trén cac truc toa do sé 1a :
t1 t1 t1
S,=[Fadt, S, =[Fdt, S.=[F.dt (2.16)
t0 t0 t0

II1. Pinh 1y vé dong lwong :
Pinh Iy 2.1 : Pao ham theo thoi gian dong luong cua chat diém bang tong hinh hoc

cac luc tac dung 1én chat diém ay.

dmv) < =
0 =>F (217

Phuong trinh (2.17) thuc té 1a mot cach viét khac phuong trinh co ban cua dong
luc hoc (1.4).
Pinh 1y 2.2 : DPao ham theo thoi gian cta dong luong cia co hé bang vécto, chinh

cac ngoai lyc tac dung Ién co hé.
K_SFy (19
dt
Chung minh: Goi téng cac ngoai lyc va téng cac ndi lyc tac dung 1én chit diém

thek1a Fé va F's.

Theo (2.17) d6i v6i moi diém thudc hé ta co :

—Zﬁ'ek +ﬁik (k: 1,2...1’1)
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Cong timg vé phuong trinh nay ta dugc :

WD WD W
Vi Y F'x=0va Y mv, =K nén:

‘;_’f Y #% (Dinh 1y da dugc chimg minh)

Pinh 1y 2.3 : Bién thién dong lugng cua chat diém trong khoang thdi gian nao do
bang tong xung lugng cla cac lyc tac dung 1én chat diém trong khoang thoi gian do.
my, —mv, =S, (2.19)

Chung minh: Tu (2.17) ta co :
d(mv) =Y F,.dt

Tich phén hai vé dang thitc nay véi cac can tuong ung ta duoc

mvyl t1

[dmi)= [ F, di= ZTdez =>'S,

0 f0
Hay : mﬁl—mﬁozzgk.
Pinh Iy 2.4 : Bién thién dong luong cua co hé trong mot khoang thdi gian nao do
bﬁng téng xung lugng cua tat ca cac ngoai luc tdc dung Ién hé trong khoang thoi
gian do.

K -K,=Y 5% (2.20)
Chung minh : Tu (2.18) taco :

dK = F*c.dt

Tich phan hai vé dang thic ndy véi cac can tuong Gmg ta dugc :
1 ~ t1 R t1 . -

dK = [Y Feidt=7 [Feudt= S

0 to t0

Hay : K -K,=Y5%.

b

!

Céc dinh 1y 2.1, 2.2 14 dinh 1y bién thién dong luong cia chat diém dudi dang vi
phan con cac dinh 1y 2.3 va 2.4 1a cac dinh 1y viét duéi dang hiru han.
Chiéu cac hé thirc (2.17), (2.18), (2.19) va (2.20) xudng céc truc toa dd chiing ta

s& dugc cac biéu thirc vo hudng thudng dung trong tinh toan.
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IV. Dinh luat bio toan dong luong :
Tt biéu thire (2.18) suy ra rang :
Néu Y Fe =0thi K = const
Déng thire (2.21) biéu thi dinh luat bao toan dong lugng cua hé.
Néu tong cac ngoai luc tac dung 1én hé ludén ludn bang khong thi vécto dong
lugng cua hé sé khong thay doi.
Trong thuc té x4y ra nhimng trudng hop khi Z F, # 0 nhung tong hinh chiéu cua

cac ngoai luc 1én mot tryc nao do bﬁng khong ching ta s€ c6 dinh luat bao toan hinh
chiéu dong lugng cia hé 1én hé truc do nhu sau:
Néu téng hinh chiéu cua cac ngoai luc tac dung 1én h¢ trén mdt truc nao do
bang khong thi hinh chiéu vécto dong luong 1én truc d6 s& khong thay doi.
2.2 Pinh Iy chuyén djng ciia khoi tAm :
Néu ta tinh dong luong ctia hé theo cong thirc (2.13) qua vén toc khoi tim cia
hé va thay vao biéu thirc (2.18) ta dugc :
& _d
7 dt —dt
Biéu thuce (2.22) dugc phat biéu dudi dang mot dinh 1y nhu sau :

(MW.)=MW, =Y F° (2.22)

Pinh Iy 2.5: Trong chuyén dong cua co hé mot khéi tim chuyén dong nhu mot
chat diém c6 khdi lugng bé“mg khdi lugng cua toan hé va chiu tac dung cua lyc dugc
biéu dién béng vécto chinh cua ngoai lyc da dat vao hé.

Chiéu (2.22) Ién cac truc toa do ta dugc :

M, = F¢,
My, =>F (2.22°)
Mz, =) F°.

Céc phuong trinh (2.22°) 1a nhiing phuong trinh vi phan chuyén dong khdi tam cia
hé trong toa do Dé-cat.

Tir (2.22) ta thdy rang néu Zﬁek =0thi W.=0hay W,.= const nghiala :

Néu vécto chinh ctia hé ngoai luc tac dung 1én co hé bang khong thi khdi tim ctia hé
s& dung yén hay chuyén dong thang déu.

D6 1a dinh luat bao toan chuyén dong khéi tim cia co hé.
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Tuong tu nhu d3 néi ¢ phan trén néu tong hinh chiéu cia cac ngoai luc tic dung 1én
co hé trén mdt truc nao do béng khong thi hinh chiéu cua khdi tdm trén truc d6 sé
dung yén hay chuyén dong thang déu.

Mot s6 vi du minh hoa :

1. Hién tugng sing giat khi ban : Xét co hé gdm sing va dan trong nong sing. Khi
dan nd xuét hién mot xung lyc, xung lyc do6 1a noi luc, khong thé lam thay doi
chuyén dong khdi tAm cua co hé vi vay nén dan bay vé phia trudc thi sung s&
chuyén dong theo chiéu nguoc lai gy ra hién tuong giat.

2. Nguoi ta khong thé di dugc trén mit phang ndm ngang tron Iy tudng boi vi tong
hinh chiéu cta cac ngoai luc tic dung 1én ngudi, gdm trong lyc va phan lyc phap
tuyén ctia mit phing trén phuong ngang bang khong. Luc cta co bap 1a ndi luc
khoéng thé 1am cho co thé di chuyén dugc. Trong thyc té chung ta di duoc 13 nho
lyc ma sat gitra ban chan va mat ngang.

Vi dy 2.1 : Khdi lwong banh da

cia mot mo-to bang m; con

khéi lwong cac phan con lai 1a ,/

m,. Banh da quay déu voi van

téc goc o. Jﬁj

Khdi tdm cua né 1éch truc mot P

khoang AB = a. Tinh phén luc ( W

H

tua ctia nén va bu-16ng giit mo-
to voi gia thuyét rang phan luc Hinh 15
tuong duong véi mdt hop luc
v6i cac thanh phan N,, N, (Hinh v§)

Giai :

Nhiing ngoai luc tic dung 1én mé-to trong trudng hop nay 1a B, P, va N,,N,.
Phuong trinh (2.22) chiéu 1én cac truc toa do x, ys€la:

Mz, =N,
My =N, =(m, +m,)g

trongdo : M =m; + m,. Cla khdi tam cua co hé.
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Trong truong hop ndy chuyén dong cua khéi tim d3 biét qua quy luat quay cua
banh da cu thé 1a :
Mx,. =m,x, +m,(x, +asinot)
My.=m,y,+m(y, —acosaot)
Vi : x5 = const, y, = const nén :
My, =-m,am’ sin ot
My =m,a®’ cos wt
Nén - N, =—m,a®’ sin a)zt
N, =(m, + m,)g +m,aw” cos wt
Vi du 2.2: (Ap dung dong chay
1ong). Mot cot chat 1ong chay ra tir 6ng

cO dién tich thi€t dién 1a S vdi1 van toc

v nghiéng moit goéc so voi phuong
thang dimg (hinh 16). Xac dinh ap luc
tong hop cua dong chay lén tuong J
dig, xem dong chay la dung.

Giai : Su dung phuong trinh

(2.20) cho khbi chat 1ong gidi han boi

cac thiét dién aa;, bb;, cc;. Bo qua ap

luc tai thiét dién aa;va xem rang khi

gdp tudng cac phan tir chat 10ng khong
bi bén trd lai.

Xét trong khoang thoi gian t; — t, = 1 gidy. Ngoai luc tic dung 1én khdi chat
16ng trong thoi gian gém trong luc va phan lyc N .

R -K,=[(P+ M ()
t0

Trong khoang thoi gian 1 gidy céac thiét dién aa,, bb;, cc, dich chuyén dén cac vi tri
a’a’y, b’b’y, ¢’c’; va bién thién dong lugng ciia khdi nudc trong khoang thoi gian dé
s€la:

K, -K,=-my,+m,v, +m,v, (b)

Trong d6 m;, m,, m; 1a khoi lugng chat 16ng trong khoi aa;a’a’y, bb;b’b’y, ccic’c’y.
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Ta c6 m; = pSv (trong d6 p 1a khéi luong riéng cua chét 16ng).

Thé (b) vao (a) xem N = const va chiéu hai vé 1én truc x ta dugc (¥,,7, 1X)
-pSv’sina = -N

hay : N = pSv’sina,

§3. PINH LY VE MOMEN PONG LUQNG

3.1 Cac dinh nghia va khai niém :
I- MOmen cua vécto dong luong mv dbi voi tam O (hay truc z) duoc ki hiéu la Z;
hay /. va dugc goi twong ung 1a moémen dong luong cia diém dbi v6i tim O hay
truc do.
Céch tinh mémen cua vécto dong luong ciing giébng nhu cach tinh moémen cua

luc. Nhu di biét trong phan Tinh hoc ta 6 :

— —

i J k
ly=my(mv)=Famv=x y z| (2.23)
mx my mz Eg)
= m_(mv)=he. () (2.24) MY,
2- Mémen chinh dong luong ctia hé ddi v6i tim (hay v,
mot truc) bang tong mémen dong luong cla tit ca cac /
diém thudc hé dbi véi tam (hay truc) d6 : M
Ly =Y Iy = (F Am,v,) (2.25) v
L =Y 1= hel, (2.26) Hinh 17

3- Mbmen chinh dong luong cia vét rin quay quanh truc ¢ dinh ddi véi truc quay
ctia nd. Gia st vat rin quay quanh truc z v6i van téc goc . Momen dong luong cia
mot phan tir My cta vat ddi véi truc quay sé 1a :

La = namyvy
mit khac vy = 1o nén Ly = ma’. Do d6 mémen chinh dong lugng cia vat ddi véi

trucquay s€la L, =Y 1, =Y mriio=0) mr =J o
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3.2 Dinh Iy bién thién mémen ddng lwong ddi véi tim (hay truc) ¢b dinh :
a) Déi véi chat diém;;
Pinh Iy 3.1: Pao ham theo thdi gian mémen dong luong cia chat diém d6i voi mot
tam (hay mot truc) bang tong hinh hoc (hay tong dai s6) momen cta cac luc tic

dung 18n chat diém ddi v6i cung tim (hay truc) Ay

dly, <. =
E‘Zmo(Fk) (2.27)
dl, <. =
=Y (F) (2:28)

Chitng minh : Gia st chat diém m chuyén dong dudi tac dung cta hé luc

F,,F,,....,F,. Phuong trinh co ban ctia dong luc hoc trong trudng hop nay c6 dang :

mW =>"F,
hay : d(Z‘j) =>F,

Goi 7 1a ban kinh vécto tir goc hé truc td1 chat diém. Nhan vécto 7 vdi hai vé cua

dang thirc trén ta duoc :

_ dmv) . =
i F
FA ” FA E L

Taco: —(?Amﬁ):—r/\m\7+l7/\i(m\7)
dt dt dt

d . . . . . -
—([F Amv) =V Amv+r A—(mv
5 ) 5 )

VivAami=0

Do d6 taco: i(?/\mv)=?,\i(m‘7)=%
dt dt dt

FADF =Y FAF, :% (dpcm)
I1. Poi véi co hé :

Dinh Iy 3.2 : Dao ham theo thoi gian momen chinh dong lugng cua co hé dbi véi

tam (hay mot truc) bang tong mémen cua cac ngoai luc ddi v6i tim (hay truc) do

dL, ~ . =z
= > iy (F*%) (2.29)
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sz _ — e
= Y (P (2.30)

Chitng minh : Xét co hé gdm n chat diém, goi F*x va F's 1an luot 13 tong cac ngoai
luc va téng cac ndi luc tac dung 1én chét diém thir k. Déi voi tung chét diém cua hé

theo (2.27)taco :

d _ - - - - .y
—(F, AmV)=F AFS +F, AF's

dt
Cong timg vé cac dang thirc nay ta dugc :

d . . . = L=
ZE(Vk/\mkvk):Zrk/\Fk "‘Z”k/\Fk
k k

k

Tur tinh chat cta cac ndi luc, ta co :

iZ(rk AmMV,) = Zrk ANF,
dt % k
% =iy (F*x) (dpcm)

Theo két qua vura nhan dugc (2.29) dung véi moi diém O, chon O nam trén truc z,
chiéu 2 vé dang thuc (2.29) 1én tryc z ta s& nhan dugc (2.30).

I11. Pinh luit bdo toan momen dong lugng :
Tir (2.29) chiing ta nhan thay rang, néu :
> iy (Fei) =0 thi L, =const  (2.31)
Dang thirc nay biéu thi dinh luat bao toan

moémen dong luong phat biéu nhu sau:
Néu moémen chinh cia cac ngoai luc tac
dung 1én hé ddi v6i mot tam bang khong thi

momen chinh dong lugng cia hé doi véi tam

ay s& khong doi.

>
Pinh luat bdo toan mémen dong lugng O Hinh 18 X
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ctia co hé dbi véi mot truc duoc phat biéu hoan toan tuong tu.

Mot hé qua truc tiép co tAm quan trong trong ung dung thyc tién cta dinh luat
bao toan momen dong luong 13 truong hop khi chat diém chiu tic dung cia luc
xuyén tam (lyc c6 dudng tac dung ludn di qua 1 diém O nao do).

Xét chuyén dong cua chat diém M chuyén dong dudi tac dung cia luc xuyén
tam F (hinh 17).

Vi trong truong hop ndy m,(F) =0 nén

my(mv) =r Amy = const
Vi vécto m,(mv) cb hudng vudng goc véi mat phang chira vécto 7va v nén
néu :
m, (mv) = const thi vécto 7va v phai luén nam trong cing mdt mit phang,
nghia la quy dao ciia M 1a mot dudng cong phang va i, (mv)| = vi = const .

Miit khéc : vh=®Bp 40
di di

(do 1a dién tich tam giac phan t6 OMM’. Pai luong il—j xéac dinh van tdc ting

ctia cia dién tich phan mat phang do ban kinh oM quét duoc khi diém M chuyén
dong goi 14 van tdc hat quay van tdc dién tich. Trong trudng hop dang xét :

do

= = %WO (m17)| = const

Nhitng diéu trén chimg to rang trong chuyén dong duéi tac dung cta luc xuyén
tam, diém chuyén dong theo duong cong thing véi van tdc quat khong dodi, tic 1a
chuyén dong sao cho trong mot khoang thoi gian bang nhau, ban kinh vécto ciia
diém quét dugc nhitng dién tich bang nhau (dinh luat cic dién tich). Pay 1a mot
trong nhiing dinh luat Kepler.

Dinh ludt bdo toan moémen dong lugng cho phép ta giai thich mdt s6 hién
tugng, chang han hién twong quay than may bay 1én thing khi cit canh (trong
truong hop khong c6 canh quat 14i). That vay goi truc Cz 1a truc thang dimg qua
khéi tim C ctia may bay, ta c0 :

Lz(may bay) +Lz(canh quat) = 0
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Do do : L;(may bay) = - Lz(canh quat)
Nghia 13 may bay phai quay ngugc chiéu véi canh quat.
IV. Mét s6 vi du 4p dung :

Chung ta c6 thé str dung dinh 1y bién thién momen dong lwong dé nghién ctru
chuyén dong quay cua cac vat hay dé nghién ciru cac hé c6 vat chuyén dong quay
hay tinh tién.

Theo dinh luat bao toan mémen dong lugng ta cod thé x4c dinh sy bién thién cua
van toc (hay goc quay) ciia mot bd phan nao do cia hé theo d6 doi van tdc goc cua
b0 phan khac.

Vi du 2.2 : Duong ray dat theo vanh cia mot sdn tron nam ngang cé trong
luong P, ban kinh R. San cing ddu may trong luong Q dimg yén trén ray dang quay
quanh truc thang ding Oz véi van tde goc . Tai thoi diém ndo d6 ngudi ta bat dau
cho méy chay trén ray voi van tc twong ddi u (ddi véi san quay) theo chiéu quay
ctia san. Hay x4c dinh van téc goc cua san.

Bai gidi : Xét hé gém san quay, dau mdy. Cac
momen cua cac ngoai luc tac dung Ién h¢ ddi véi truc z EE/‘
bang khong do d6 L, = const. Xem sin quay nhu mot @

dia tron dong chit (J, = 0.5MR?) con dau may nhu mot

<y

chit diém, ta c6 : R

K., =(O,5£R2 +QR2)a>0.
g g

Khi dau may bat dau chay, van toc tuyét doi cua nd

W

Hinh 19

bang : v, = u + R, trong d6 ola van téc goc tic thoi
ctia sin quay. Momen dong luong cua dau may ddi véi
truc z khi do sé€ béng m.v,.Rvacuacahéséla:
P
K.,=(0,5—R"+ Q(uR +R’w)
g g

Vi K, = K,y nén ta tim duoc :

__ 9 u
* 05P+0 R
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§4.PINH LY BIEN THIEN PONG NANG
I. Pong ning :
- Pong nang cta chat diém 1a dai lugng vo hudng, ki hiéu T, bang nira tich khi
luong cua chit diém vé6i binh phuong vén tde ctia no :

T- %mvz (2.32)

- Pong ndng cua h¢ 1a tong dong nang cua tat ca cac chat diém thudc hé :

1
T= ngkvkz (2.33)

k

Trong truong hop dic biét néu hé gdm nhiéu vat thi dong ning cua hé bing
téng dong ning clia cac vat.
- Pong ning ctia vat ran trong mot sé chuyén dong co ban.

a) Vit ran chuyén dong tinh tién : Trong truong hop ndy van tdc cia moi diém
déu bang nhau va bang v, nén :

1 > 1 1 2
T = Zk:zmkvk =5VC D om, = EMVC ()

b) Vit rdn quay quanh truc c¢é dinh : Trong trudng hop nay ta co

1 1 1 1
T:Zk:Emkvkz =52mk(a).hk)2 :Ea)Zka.hk =5sz2 (b)

¢) Vit rdn chuyén dong song phang : Nhu ching ta d3 biét, trong chuyén dong
song phéng, tai moi thoi diém van toc cac diém thudce vat phan bd giong nhu vat
quay quanh truc A vudng goéc véi mit phiang chuyén dong va di qua tdm van tdc tirc
thoi P vi vay ta co thé sir dung cong thuc (b) dé tinh dong ning trong truong hop

nay :

TZEJAO)Z (C)

Trong d6 J, 1a médmen quan tinh cua vat ddi véi truc quay ttrc thoi va ® van tbe gbc
tire thoi.
Néu biéu thuc () it duoc ap dung trong thyuc té vi tim vén toc tirc thoi ludn ludn

thay d6i nén J ciing bién ddi theo thoi gian. ta c6 thé dung dinh 1y Huygen dé bién
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d6i (c) vé dang dé& tmg dung hon. Goi Jc 13 mémen quan tinh cua vat dbi véi truc
song song voi A va di qua khéi tAm C.
Taco: Jy=Jc+Md* (d=CF)
Thay vao (¢) ta dugc :
1 1 1
T = E(JC +Md*)o® = EJca)z +5Md2a)2
Nhung d.oo = cp.® = v, do d6 :
1 1
T = EJca;2 +5va (d)

d) Vat ran quay quanh diém cé dinh : Khi vat ran quay quanh diém c6 dinh, tai

moi1 thoi diém van toc cac diém thudc vat

. z A
phan bd nhu 1a vat quay quanh tryc tuc thoi
A di qua diém cd dinh d6 vi vay :
_1 2
T= EJAG) (e) Y
, o P -
Néu goi a, B, v 1a cac gbéc chi phuong cua A o) y

(Hinh 19)
Theo cong thirc (2.9) ta co :
Jy=J,.cos’a+J .cos’ B+J_ .cos’ y—2J,  cosacosf—2J BinBessy —2J  cosycosa
Thay biéu thirc nay vao (e) va dé y rang :

©.COS0L = Oy, ®.COSP = Wy, ®.COSY = O,

Ta duoc :

T=%[Jx.a)x2+Jy.a)y2+Jz.a)y2—2J oo -2J o0 —2J a)a)x] 6]

Xy mx Yy yz7"y 7z Xz
e) Truong hop chuyén déng tong quat : Lay khéi tam C cua vat 1am cuc, van
tdc cua cac diém duoc xac dinh nhu sau
\7’k = ‘7C + \7'1(
Trong do : v, = oh,
v, = vl +v 25,0,
T = %ka (Ve +V+25,.5",)

- %Mvc2 +%kaa)2hk2 + Ve mV,
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. 1 .
Vi : Ekawzhkz :JCP,kav'kzMT)'C

1 2 1 2
T:EMVC +EJCP.Q) (g)

Viy : Pong ning cua vat trong trudng hop chuyén dong tong quat bang dong
ning ctia vat chuyén dong tinh tién cung véi khéi tdm cong v6i dong ning cia
chuyén dong quay quanh truc di qua khéi tam do.

I1. Cong cua lyuc :

Pé biéu dién tac dong cua luc trén
do doi cua vat ta dua vao khai niém cong
cua luc.

Cho lyc F ¢6 diem dat doi chd trén
duong cong (c¢) (Hinh 20).

a) Cong nguyén t6 ciia lyc : Cong

nguyén to cua lyc F trén do doi vo cung

bé ds cua diém dat cua né 1a dai luong vo Hinh 21
huéng bang : x

dA = F1ds (2.34)
Hoac: dA =Fdscosa  (2.35)

Biéu thtrc cong nguyén t6 con duoc viét dudi cac dang khac nhu sau :
vi ds = vdt nén dA = Fvcosadt (2.36)
Goi hinh chiéu clia F trén céc truc toa do 1a F,, F,, F, va ciia a7 1a dx, dy, dz biéu
thire (2.37) dugce viét lai 13
dA =F,dx + F,dy + F,dz (2.38)

(2.34), (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) 1a c4c cach viét khac nhau cia biéu thirc cong
nguyén t6. Tuy céc truong hop cu thé ngudi ta dung biéu thirc nay hodc biéu thic
khac dé phép tinh don gian hon.

b) Cong cua lyc trén quang dwong hitu han :

Cong cua luc trén d6 dai hiru han bat ky bang tong cac cong nguyén té do luc

gay ra nén do doi do :
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Aoy = [dA (2.39)

MOMI
Don vi tinh cong 1a Jun hay Niuton.mét.
1J=1N.m=Imkg>
Tuy dang cua biéu thirc cong nguyén té ma khi tinh cong hiru han ta c6 cac tich
phan duong loai 1 hay loai 2.
III. Cong mit :
Cong mat 1 cong sinh ra trong mot don vi thoi gian

dA
N== (240
5 240

Pon vi do cong suat 1a W.

IW=1J/s

IV. Cach tinh céng trong mét sé truwong hop :
1. Cong cua trong lyc : Gia su diém M chiu tac dung cua trong luc P doi chd tur
Mo(Xo, Yo, Zo) dén Mi(x1, V1, 1) theo dudong cong MgM; Véi hé truc nhu hinh vé, ap
dung cong thurc (2.38) ta co:
Ayoyy = | (Pdx+Pdy+Pds)= [ (-P)dz= T—sz - P(Z,-Z,)
MOMI MOM1 20

Goi |z, -z |=h taco: L,

AMM=+Ph (2.41)
Ta léy dau + néu My, & cao hon M, M]Mn
va lay dau — trong trudng hop - ""' M,
nguoc lai. 0 p | Z \a
Vi két qua trén ta thay rang va o X1
voi cong cua trong lyc khong phy X " v,
thudéc vao quy dao chuyén cua M Hinh 22

va chi phu thudc vao vi tri dau va cudi cua quang duong di chuyén.
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2. Céng ciia lwe dan héi : Trong mot sé truong hop, cac lién két tac dung 1én chat
diém khao sat nhirng ty 1¢ voi cac vécto dinh vi cia chit diém so v4i mot tim goi la
tam dan hoi, luc nhu vay goi la lyc dan hoi (vi du luc cua 10 xo chéng han)
F =—cF
"
Ayyous = MJMC{A = MOIM—] crdF = —%rj;d(rz) = —g(rf — 1) (2.42)
3. Céng cua lc tdc dung lén vit rdn chuyén déng :
a) Truweong hop vdt chuyén dong tinh tién:
dA = Fdr. (2.43)
b) Vit quay quanh truc cé dinh :
Van toc cua diém dit luc M:
Vy =OATFy,
dA=F.di, = Fydt=F.(&AF,)dt =d.(F, AF)dt =@, (F)dt = om,(F).dt
Véi A 1a truc quay.
Vay : dA=om,(F)dt=m,(F)dg (2.44)
¢) Vit chuyén déng tong quat :
Chon diém A tuy y lam cuec, diém dat M cta luc F co van tdc :
v, =V, +@AF (VO 7 =AM )
Nén : dA=Fdr,, = F3, dt =F5  dt + F.(&AF)dt
Theo cac phép bién d6i da trinh bay & phin a) va b) ta co :
dA=Fdr,+m,(F)dp (2.45)
trong d6 A- la truc quay tuc thoi cua vat di qua A.
4. Cong cua lwc ma sat tic dung Ién vat lan :
Gia sir banh xe O 1an khong trugt trén mit phang nham, lyc ma sat F, . can lai
su truot cua diém tiép xuc B.
Cong nguyén td cua luc ma sat bang :

dA=F

msmB

P ,.dt

Vi B 1a tdm van tdc cua vat lan khong trugt nén v, =0 nén dA =0.
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Viy : khi ldn khong truot, cong cua luc ma sat trugt trong chuyén doi bat ky cua vat
bang khong.
Trong truong hop vat trugt, cong cta lyc ma sat luén luén am.
5. Cong ciia cac ndi luc cia vat khong bién hinh :

Xét hai phén tt M, va M, thudc vat. Luc tac dung twong hd giita chung la
F,, =—F,, va c6 phuong theo dudng thang ndi hai diém d6. Cong nguyén tb ctia cac
luc do trén cac do doi dr, va dF, hiéula dA;vadA,taco:

dA, +dA,= F,di + F,di, = F,vdt + F,v,dt = F,(¥, —v,)dt
Vi ¥, =¥, + V., NéN : dA, +dA, = F,,.9,,,,,,dt
nhung vi ¥,,,,,, - M;M, titc vudng gbc véi F,
nén : dA; + dA, =0.
vy tong cong cua tit ca cac ndi luc cua vat ran trong bat ¢t chuyén dong nao cia
vat déu bang 0.
D> dd'y =0 (2.46)
k

V. Pinh Iy bién thién dong niing :
Pinh Iy 4.1 : Vi phan dong ning ca chat diém bing tong dai sd cong nguyén tb cia

cac luc tac dung trén chat diém Ay :
d(% mv?)=>"dA, (2.47)

Chitng minh : Xét chat diém chuyén dong dudi tac dung cua cac lyc F,,F, ..., F

Doeeesd .

Phuong trinh co ban cua dong luc hoc ddi véi chat diém 1a :
mw = z F,
Hay : m® > F,
Nhén vo hudng hai vé v6i dF ta duoc :
dr ~
mv—=>» F.dr
dt 2E

Hay : mv.dv =" dA,
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1 1
Vi vdv =—d@Gyv)==d(W’
v.dv 5 (vy) 5 )
n IS | ) 1,
Nén : mvdv =Emd(v )=d(5mv )

va ta co diéu can phai chimg minh.

Chu ¥ rang néu ta sir dung khai niém cong suét thi dinh 1y 4.1 ¢6 thé dugc phat
biéu lai nhu sau :

DPao ham theo thoi gian dong ning cta chat diém bang téng dai s6 cong suat
cla tat ca céc luc tac dung 1én chét diém do.
Pinh 1y 4.2 : Vi phan dong ning cta hé bang tong dai sd cong nguyén t6 cua cac
ngoai lyc va noi luc tdc dung vao cac chit diém cua hé:

dT =) dA% +) dA'x  (2.48)
Chitng minh : Ap dung cong thirc (2.37) d6i véi ting chét diém ta co :
d(%mkvzk) =dA" +dA'

(dA’, dA'y 1a tong cong nguyén td cia tit ca cac ngoai luc, ndi luc tac dung 1én
chat diém thir k)
Viét phuong trinh trén cho tat ca cac chat diém ciia hé va cong timg vé cac dang

thure (*) ta duogc :
dz(%mkvzk) =Y dA" +) dA'
Hay : dT =) dA" +)_ dA's (dpem).
Pinh Iy 4.3: Bién thién dong ning cua chit diém trén mot d6 doi hitu han bang

tong dai s6 cong cua cac luc tac dung 1én chat diém trén cung do doi do :

%mvzl —%mvzo = ZAkMOMl (2.49)

Chitng minh : Tich phan 2 vé cong thic (2.37) theo cac can tuong tng ta dugc :

1 1
Emvzl —Emvzo = ZAkMOMl (dpcm)

Dinh ly 4.4 : Bién thién dong nang cua hé¢ trén mdt chuyén doi nao dé bang tong
dai s6 cong cua cac ngoai luc va ndi lyc dit vao chat diém trén cac chuyén doi

tuong Ung :
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I, -T, = ZAOk +ZA1k (2.50)
Chung minh : Trong chuyén doi cua hé tir vitri 0 dén vi tri 1 chat diém M, cta hé
doi chd tir My dén My,. Theo (2.39) ta c6 :

1 1 ,
—m i ——mvia =A% + A
2 2

(A%, Aik — Téng cong céac ngoai luc va ndi luc tac dung 1én chat diém M, trén do
doi My oMy).
Cong ting vé cac dang thirc nay ta duoc :
z%mkvzkl - z%mkvzkz = ZAek + ZAik

Day la diéu phai chimg minh.

Céc dinh 1y 4.1, 4.2 14 dinh 1y dong ndng dudi dang vi phan, cac dinh 1y 4.3, 4.4
la dinh ly dOng nang duéi dang hiru han.

Tuong ty nhu dinh 1y 4.1, dinh 1y 4.2 ciing ¢ thé phat biéu dudi dang khac.

Pao ham theo thoi gian dong ning cua hé bang tong dai sé cong suat clia ngoai

luc va nd1 luc dat vao cac chat diém thudc hé.

§5. PINH LUAT BAO TOAN CO NANG
I. Truong lwe : Truong lyc 13 phan khong gian vat Iy ma khi ta dit mot chat diém
vao d6 né phai chiu tac dung ciia mot luc phu thudce vao vi tri cia chat diém 4y.

Trudng trong luc, trudng dan hoi 1a nhitng vi du vé trudng luc.

Mot luc duge cho béi ba hinh chiéu cia nd, vi vay truong luc dugc xac dinh
boi ham sb :

Fo = ®(x.y.2), Fy, = ®y(x.y.2), F, = ®y(xy.2) (2.51)

Cong cta lrc ma trudng tic dung 1én chat diém duoc tinh theo biéu thire (2.39).
Trong trudng hop tong quat, dé tinh cong theo biéu thuc (2.39) ta phai biét phuong
trinh quy dao ctia dudng cong MM;. Tuy nhién néu biéu thirc dudi déu tich phan
(2.39):

dA = Fydx + Fydy + F,dz
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1a vi phan toan phan ctia mot ham U(x,y,z) ndo d6 thi nhu ching ta di biét, ta c6 thé
tinh cong Awom khong can biét quy dao diém M. Trong truong hop ndy cong cia
luc chi phy thudc vao vi tri dau va cudi ctia diém dit di chuyén cia luc.

Ham U(x,y,z) goi 1a ham luc va trudng luc nhu vay goi 1a trudng luc thé

Aoy = [dd= [dU(x,y,2)=U, -U, (2.52)

MOM1 MOM1
IL. Thé ning :

DBdi voi cac luc ching ta cé thé dua vao mot khai niém thé nang la dai lugng
dic trung vé “du trit cong” cua tac dung 1én chat diém tai vi tri ciia né trong truong
luc.

Dé so sanh muc “dy trix cong” do véi nhau ta can chon mét vi tri “O” nao d6
“dy trit cong” bang khong (diém chon nay 13 tuy .

Thé ning cta chat diém Gng voi vi tri M 1a dai luong vo hudng bing cong cic
luc cua trudng co thé sinh ra trén do doi cua diém tir vi tri M dén vi tri “O”.

IT= Amo
Tir dinh nghia ndy ta thy thé nang 1a mot ham cua cac toa do :
I1=T1I(x,y,z)
Trong d6 IT duoc goi 1a ham thé.

Thé ning tai vi tri ndo do 1a tong cong ma cac luc cia trudng luc sinh ra trén

nhirng d6 doi cta cac chit diém thudc hé tir vi tri d6 vé vi tri “O”.
II=A
IT=TI(X1, Y1, Z15eeeesXn1r Yo Zn)

Véi cac dinh nghia ham lyc va thé nang nhu trén, néu ta chon ham luc sao cho tai vi
tri “O” 1a Uy =0 thi ta s€ co :

[M=A0=Uy-U,

I[I=-u (2.53)
Tir day ta thdy rang khi xét cac truong luc c¢6 thé ta c6 thé ldy khai niém thé ning
tha cho ham lyc. Tu (2.52) va (2.53) taco :

Ap=II,-1, (2.54)
I1. Pinh luat bio toan co nang :

Ap dunh dinh 1y bién thién dong nang cho hé ta duoc :
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T -T,=D A%+, 4" =D 4

Néu ndi lyc va ngoai luc tdc dung 1én h¢ déu 1a luc c6 thé ta c6 :

>4, =1,-11,.
Do do: T,-T, =11, 11,
hay : T,+1I1, =T, +I1, = const (2.55)

Ta c6 dinh luat bao toan co ning phat trién nhu sau :
Khi hé chuyén dong trong trudng luc thé thi tong dong ning va co ninng cta hé
khong doi.

Tong dong ning va thé nang cua co hé goi 1a co ning va ki hiéu 13 E.

E=T+IL

H¢ thirc (2.55) goi 1a tich phan nang lugng. Co hé nghi€ém dung dinh luat bao
toan co nang goi 1a h¢ bao toan. Luc tac dung 1én hé do 1a bao toan.

Néu ngoai cac lyc bao toan ra con cd nhitng luc khong bao toan chang han nhu
luc ma sat, tac dung 1én hé thi co ndng ctuia hé s€ bién d6i do c6 sy trao doi nang
luong giita hé véi moi trudng nghia 13 co su chuyén hoa ning luong.

DPinh luat bao toan co nang 1a mdt truong hop riéng cua dinh luat bao toan nang
lugng trong vat 1y.

Chu ¥ rang, trong truong hop hé khong bién hinh, nhu ching ta da biét :

> A% =0

Va dinh 1y bién thién dong ning c6 dang :

I -T,= Z 47,
Néu céc ngoai lyc tac dung 1€n hé 1a lyc co thé

DA° =TI% —1II°
Vataco: T, -T, =11% —II%
T, +11% =T, +I1% = const

Nghia 13 : Khi xét co hé khong bién hinh, trong biéu thirc (2.55) ta chi can xét

dén thé nang cua truong ngoai luc ma khong can dé y dén hé noi luc.
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§6. PHUONG PHAP GIAI TOAN
Dinh 1y bién thiién dong ning thudng duoc dung dé giai cac bai toan :
1) Tim lyc tac dung 1én vat.
2) Tim do do1i cua vat.
3) Tim van tdc cta vat & vi tri dau hodc vi tri cudi d6 doi.
4) Thiét 1ap phuong trinh vi phan chuyén dong ctia hé. Chu yéu dung cho hé khong
bién hinh, d6i v&i hé bién hinh ching ta chi ¢ thé dung dinh li dé giai toan trong
truong hop biét duoc cac ndi luc. Sau day la mét s6 vi du ap dung :
Vi du 2.3 : Thanh AB véi chiéu dai 1 dugc treo

bang khdp vao diém A (hinh 23). Bé qua ma sat A C, B,

& khdp, hay xac dinh van tdéc géc oy bé nhat can

phai truyén cho thanh dé thanh c6 thé dat téi vi h

tri nam ngang. C P
n NA
Bai giai: Theo bairataco: w; =0, B,AB, = % .
Tinh g By | Hinh 24 )

Phuong trinh (2.40) c¢6 dang :
T, T, =Y A%
Goi M 1a khéi lugng cua thanh, co:
T, = lJAa)O _Lrers
2 6
O vi tri cudi @, =0 nén T;=0.
Vi khong tinh dén lyc ma sat nén chi c6 lyc P =mg sinh ra cong trong chuyén doi

trén cua vat :

A°=-P.h, Z—Mgi
2
Do détaco:
lMlza)zo = —Mgi
6 2
Hay : ®, = @
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Vidu 2.4 : Cac puly A va B
lién két voi nhau bang curoa
(Hinh 2.4) sau khi ngat dong
co Puly A cé van téc oy.
Tong trong luong cua 2 Puly

bang P, trong luong cua

curoa bang Q. Pé him ' Hinh 25
chung lai ngudi ta ép vao banh A, ban kinh R mdt ma ham véi luc ép bé bang F ,
hé s6 ma sat bang f. Cho rang ma sat & cac truc bé khong dang ké, con cac Puly 1a
dia dic dong chat. Hay xac dinh s6 vong ma Puly A quay duogc cho téi khi n6 ding
han.
Bai gigi : Pay 13 bai toan xac dinh do doi, biét van téc dau va cudi, ap dung cong
thirc (2.50).

L-T,=Y 4% (a)
Theo diéu kién bai toan thi T) = 0; To = Ta + T+ Tc.
(Tc 1a dong ning cua curoa). Cha ¥ rang tit ca cac diém thudc curoa cé van tdc ban
dau bﬁng Vo = ®9.R = ®’¢.r Trong d6 ®’g va r 1a van tdc g6c ban dau va ban kinh

cua Puly B. Tacé :

P P P
T, :l(—ARz)a)zo;TB :l(—Brz)a)'zoz—BRza)zo
2 2g 2 2g 4g
T, =12V2c0 =12R2a)20
2g 2g

P P
T,=T,+Ty +T, =~ R0’ +-2 R0 1€, PH20 22,

4g 4g 2g 4g

Trong chuyén dong cua h¢ trong luc cua cac vat thudc hé khong sinh cong vi diém
dit cuia chung khong thay doi. Luc ma sat F,,, = £.F sinh céng bang :
Ams = -(EF.R)p; = -f.F.R.2.1IN,q
Thay céc gia tri tim dugc vao phuong trinh (a) gid rata c6 :
_(P+20)R0’

NV
! 8T1gfF
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Vidu 2.5: Mot xe goong duoc kéo 1én theo
mit phang nghiéng bang luc khong d6i Q =
16 kG (Hinh 25). Cho biét goc nghiéng a
so voi mat phang ndm ngang 1a 30°, trong
lugng thung xe P = 18 kG, mdi banh xe
dac trong lugng P = 2 kG (c6 4 banh). Hay

xac dinh :
1) Van tdc tinh tién v, cta xe su khi di duoc quing duong 1 = 4m cho biét van toc
ban dau v, = 0.
2) Gia tbc cia xe. Biét rang cic banh déu lin khong truot, ma sat lan khong dang
ké.
Bai gidi :
1) Bé xac dinh v, ta str dung phuong trinh (2.40)

-1,-Y 4% ()
Trong truong hop khao sat, ta co : T = 0.

Ti = Txe + 4Thsnn

Txe: l£V21
2g
Tbanh - _MVZC +_Jca)2 = 3MV2C =§£v2
2 4 g

T, = l£V21 +4 E£V21 =L(P+6p)v21
2g 4g 2g

Céc luc sinh cong trong trudng hop ndy gébm Q, P, 4p ta co :
A(Q) =0l A(f’) =(P+4p)h. =—(P+4p)lsina
Thay cac gia tri duoc vao (a) va giai dbi voi v, ta duoc :

v J2gl[0—(P-4p)sina]
: P+6p

=28m/s (b)

2) Pé xac dinh gia toc ta xem v, = v va | trong cac dang thirc trén 1a ham cua thoi
gian t. Dang thuc (b) co thé viét lai :
(P+6p)v’ = 2gl[Q—(P—4p)sina]

Pao ham 2 vé theo t ta duogc :
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dv dl )
20P+6p)v—=20—|0—(P—-4p)sincx
(P+6p)v_-=2g— [0~ (P-4p)sina]
Vi: ﬂ=v;ﬂ=w nén cudi cung ta duoc :
dt dt

e O—-(P+4p)sina

~0.98¢/m”.
P+6p g g
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CHUONG III
NGUYEN LY DI CHUYEN KHA Di

§1. CAC KHAI NIEM VE CO HE KHONG TU DO
1.1. Lién két :

Trudc day ta di dua ra dinh nghia va cach xac dinh luc lién két. By gio ta nhic
lai va di su vao tinh chit cua cac
lién két, phuong trinh, phan loai lién A
két.
a) Pinh nghia : Tat ca nhimng diéu

kién can tré nhiing chuyén dong cua

vat khao sat trong khong gian dugc

goi 1a lién két. Hinh 1

Vi dy : Co cAu tdy quay thanh truyén. Tay quay OA quay quanh truc O. Thanh
truyén AB chuyén dong song phang. Con trugt B chuyén dong thing theo Ox.

b) Phwong trinh lién két :

Lién két thuong biéu dién bang cac hé thirc gitta vi tri va van tdc cac chat diém
ctia co hé. Cac hé thirc nay goi 1a phuong trinh lién két duoc viét duéi dang tong
quat nhu sau :

f(F.5,020 (3.1

Véi vi du trén ta c6 thé viét cac phuong trinh lién két ctia co cau phang tay quay
thanh truyén nhu sau :

x(0) =y(0)=0.

2 2 2
X a+y a=r

(xA _xB)2 +(yA _y3)2 =/
yg=0
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e) Phén loqi lién két :

Lién két duoc chia thanh céac loai chinh sau day :
- Lién két dung va lién két khong dung
Lién két ma phuong trinh ctia né khong chira yéu t thoi gian goi 1a lién két ding,
nguoc lai ¢6 chira t goi 1a lién két khong dimg.
f.(%,,%,) 20 - Lién két dimg
£, (7., v,,t) > 0- Lién két khong ding.
- Lién két hinh hoc va lién két dong hoc.
Lién két ma phuong trinh lién két ctia né khong chtra yéu tb van tdc v, hodc néu co
ta c6 thé tich phan duoc goi 1a lién két hinh hoc, nguoc lai cé chua yéu td van tdc
goi 1a lién két dong hoc.

Tu nay vé sau ta chi xét cac co hé chiu lién két dung, va hinh hoc.

V6i vi du trén co h¢ chiu lién két hinh hoc va lién két dimg.

1.2 Di chuyén kha di va s béc tu do :

a) Di chuyén kha di :

Di chuyén kha di cta hé 1a tip hop tit ca nhitng do doi vo cling bé cta cac chét
diém cia hé ma tat ca cac lién két cho phép 6 tai thoi diém khao sat.

Nhu vay di chuyén kha di hay con goi 14 di chuyén 4o ctia hé phai thoéa man 2
diéu kién sau:

+ Di chuyén v6 cling bé

+ Céc di chuyén thuc hién dugc ma khong pha v lién két.

Ta ki hiéu di chuyén kha di nhu sau :

oam)=r'@®)-r@ (3.2)

b) 6 bdc tw do :

S6 di chuyén kha di doc 1ap voi nhau cua h¢ goi la s6 bac tu do cua hé.

Ta c6 thé tinh sb bac tu do cia hé theo quy tic sau :

m=3shoacm=2n-s  (3.3)
V&i m: s6 bac tu do.
n : sé chat diém

s : s6 phuong trinh lién két

Chuong III Nguyén 1y di chuyén kha di Trang 46



GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

1.3 Toa do suy rong :

Céac tham sd doc lap néu ching co ) luong ding béng s6 bac tu do cua hé va
xac dinh duy nhat duoc vi tri cua hé thi goi la cac toa do suy rong cua hé.

Ta ki hiéu toa do suy rong bang :

at=a.9.0509, (B4

Toa do suy rong c6 thé 1a doan thing, cac cung, cac goc, cac dién tich..v..v.
Khong ké chiing cé thir nguyén hay c6 ¥ nghia hinh hoc hodc y nghia vat 1y nhu thé
nao.

Theo dinh nghia s6 toa do suy rong béng sb bac tu do cua hé nén viéc chon toa
d6 suy rong gan lién voi viée xac dinh s bac tu do cua hé.

Ta goi dq; $6 gia phan td cua toa do suy rong, ta c6 thé biéu dién cac toa do Dé-
CaC Xy, Yk, Zx qua toa do suy rong :

Xk = Xk(q1, 92,935 --»qm)

Yk = Yk(qla qZ, q37 "7qm) (35)
7 = zi(q15 92,935 --»qm)
HOElC Fk :?k(qlaqza“':qm) (36)

Bay gio ta di xac dinh di chuyén kha di qua toa d6 suy rong.

Tu (3.2):

o (1) =1, *(q,*,4,*,4,,™) 7. (41:95-4,,)
Trong do6 : q* = q; +0q;
Viy :

- - =z o,
o ()=71,*(q, +9,,q, ++q,,....q,, ++89,) = 1.(q,,q,,.--q,,) = zgkgq, (3.7
i=1 i

Khi hé chuyén dong cac toa d0 suy rong s¢ bién d6i lién tuc theo thoi gian :
q1 = fi(t); 2 = f(1);....; qn = ()

Cac phuong trinh nay goi la cac phuong trinh dong hoc cua hé trong cac toa do

R ) dq. Y R A
suy rong. Pai lugng % = ¢, goi la van toc suy rdng cua h¢.

Chuong III Nguyén 1y di chuyén kha di Trang 47



GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

1.4 Lyc suy rong :

Xét co hé gém n chat diém, chiu tac dung cua hé luc {Fk } Cho hé c6 m bac tu
do dugc x4c dinh boi toa do suy rong {g, )i =1,2,...,m.
Ta di biéu dién luc va phuong phap tinh luc trong toa dg suy rong. Pé tim dac trung
cua h¢ lyc tac dung Ién co hé¢, ta xét kha ndng sinh cong cua hé lyc.
Ta goi 0A 1a cong kha di cua hé luc {ﬁk} tac dung lén co h¢ la téng cong cac luc
trong tap hop di chuyén kha di.
=) F,5, (3.8)

k
Trong toa d6 Dé-cac (3.8) c6 dang :
=Y F. 0 +F,on, +F.o, (3.9)
k

Bay gi0 ta tinh n6 trong toa do suy rong :
Thé (3.7) vao (3.8)

- TRz )2 2A T

bt Q= Y F, % (3.10). Q; duoc goi 1a lyc suy rong, vy :
k i
5A:ZQié‘qz' (311)
5
Pé tinh luc suy rong Q; nao do ta truyén cho hé mot di chuyén kha di doc lap sao
cho toa d6 suy rong q; co sb gia 8q; # 0, con cac toa dd khac 8q; = 0 v6i j # i. Tinh

tong cong cua cac luc trén di chuyén kha di. Theo (3.11) tir day xét ra

Tuong tu nhu vay, ta co thé tinh duoc cac luc suy rong : Qy, Qo, ..,Q;,...,Qum.
Thir nguyén cua luc suy rong Q; bang thir nguyén cuia cong chia cho thir nguyén
cua toa do suy rong tuong tng.
[0.]= [[‘S—A]
&, ]
Gia su : q 1a o dai thi thr nguyén 1a luc thong thuong theo h¢ ST 1a N.

Néu q 1a goc thi Q do bang Nm — Tht nguyén ctiia moémen lyc.
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Néu q 14 thé tich thi Q do bang N/m” — Thr nguyén ctia ap suit.
Néu cac luc tac dung 1én h¢ 1a céc luyc thé nhu ta da biét hé s& c6 ham luc :
U =UXy, Vi Zk)
va 6U =Y 64, =4
Khi tinh trong hé toa do suy rong thi :
U =U(q1,92,-+-:qm)

Ta tinh :
oU =04 :8—Uﬁql +6—U5q2 +...+8—U5qm
oq, aq, aq,,
So sanh (3.12) véi (3.11) tacod :
ou oU ou
=—,0,=—,.,0,=—(3.13
0= 0= 0y =2 2 (1)

Vi thé ning © = -U nén (3.13) ¢6 thé biéu dién lyc suy rong qua thé ning  nhu sau :

or or or

=——,0,=—,.,0, =—— (3.14
Ql aql >Q2 aqz s >Qm a ( )

Vay theo luc suy rong duoc tinh theo (3.14) trong truong hyop cac luc 14 luc thé.
1.5 Lién két 1y tuéng :

Ta d3 gip nhiing loai lién két ma téng cong cua cac luc lién két sinh ra trén cac
d6 doi phan t6 cta hé triét tiéu. Hay néi cach khac lién két nay khong anh huong
dén bién thién dong ning ctia hé trong qua trinh chuyén dong. Ta dua ra khai niém
co hé 1y tudng. Ta c6 dinh nghia sau :

Cac lién két cuia hé s& dugc goi 1a Iy tuong néu tong cong nguyén t6 cia cac luc
lién két trén moi di chuyén kha di cta hé déu bang khong. Tuc 12 :

SA(L) =Y N,.& =0  (3.15)
Céc lién két thuong gip sau day 1a lién két Iy tuong :
- Lién két tya khong ma sat
- Lién két lin khong truot trén mit cong nham.
- Lién két ban 1& khong ma sat
- Lién két ddy mém khong gian.

- Lién két thanh ...v..v
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1.6 Vi du luc suy rong :
Vi du : Hay xac dinh cac luc suy rong cua hé bé qua luc ma sat (nhu hinh v¢ 2),
g6m thanh AB dai | trong luong P, cé thé quay quanh truc A trén mat phang thang
dung. Vién bi M c6 khdi lugng Q chuyén dong trén thanh. Chiéu dai tw nhién cta 10
x0 AM =a, d0 cung 1a C.
Giai : Hé c6 hai bac tu do, ta chon q; = ¢ va q,
=x. Lam 2 tga d§ suy rong.
Ta tinh Q, va Q twong Ung. Zi
Trudce hét ta di tinh Qo» mudn viy ta truyén cho

hé mot di chuyén kha di sao cho chi c¢6 goc ¢ thay

doi1, con x = const nén ox = 0.

Trén di chuyén 8¢ ndy, cc luc P,0 sinh cong :

0A = [— %Isin @—0(a+ x)sin 40}5(/)

Vay : Qo = g—z={%l+Q(a+x)}singo

bé tinh Q,, ta truyén cho hé mot di chuyén kha di sao cho chi c6 x thay ddi voi
ox # 0, con ¢ = const.
Trén di chuyén 8x nay, cac luc P,0 sinh cong.
Trong do : F=cx
84 = [~ ex + O cos |

Vay : Qx=%:Qcos¢—cx

Qi =Q,= —[%I+Q(a+x)}sin(p

Q2 = Q= Qcosp —cx
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§2. NGUYEN LY DI CHUYEN KHA DI
2.1 Nguyén ly :

Diéu kién can va da dé cho co hé chiu lién két 1y tudng dugc can bﬁng la téng
cong nguyén td cua tat ca cac luc chi dong tac dung 1én hé trong moi di chuyén kha
di ctia hé phai bang khong.

>od, =D F,& =0 (3.16)
(F, 14 lyc chii dong thir k)

Churng minh :

biéu kién can: Cho co hé chiu luc lién két Iy tuong duogc can béng ta chirng
minh rang (3.16) 1a dung.

That vy, vi hé can bang nén ting chit diém riéng biét s& can bang. Ta xét chat
diém M, gém c¢6 F, luc chu dong, N, phan luc lién két.

Viné can bang nén : F +N,=0

Nhan hai vé v6i &, ta co:

(F, + N,), =64, +64, =0

Déi v6i toan hé ta ¢ tong cong

D M, +D 64, =0

Vi chiu lién két Iy tuéng, nén Y &4, =0.

Dodé: > 4, =0

Diéu kién di : Cho co hé chiu lién két Iy tuong va théa man (3.16), ta can
chtng minh co hé can bang. Ta dung phuong phap phan chimg, gia sir co hé khong
can bang. Tuc 13 tai thoi diém nao d6 co hé chuyén dong theo dinh 1y bién thién
dong nang cua co h¢, ta co :

dT = dAg + dAxN >0
Vi lién két 1y tudng : dAy = 0.
nén dAr >0.
Diéu nay trai voi ding thirc (3.16). Vay co hé can bang.
Nho nguyén 1y di chuyén kha di ta ¢6 thé dua ra diéu kién cin bang tong quat

cua co hé khong tu do.
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My =Y Fo, =0 (3.17)
Trong toa do Décac, ta c¢6 diéu kién sau :
ZFkYé'rkX +F,on, +F o, =0 (3.18)

2.2Vidu:
Vidu I: Tim hé thirc gitta mémen M
cia ngau lyc tac dung 1én tay quay
clia co cau thanh truyén va ap luc P

lén pittong khi can bang. Cho biét

OA =1, AB =1(Hinh vé 3).
Giai :

Co cau c6 mot bac tu do, chon ¢ lam toa do suy rong. Luc P, ngau luc M sinh

cong.

Cho tay quay di chuyén kha di 8¢, khi d6 con trugt B di chuyén &s.

Theo diéu kién can bang ta co :

-M.6¢p +P.ds =0

Vi thanh truyén AB chuyén dong song phang ta tinh Vi qua o nhu sau :

Va.cosa = Vg.cosp.

(@=90—-(9+P))

V, = M = w.r(sin @+ cos p.tgf})
cos f3
, sinff  sing
Xét AOAB : -
. [
sin
1gp = —ﬂ2
Ji—sin® p
Do d6: V, =wr 1+ rCOs 9. sin @
Vay : M =Py 1+ L5 sin g
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Vi du 2: Cho hé dam chiju lién két va chiu lyc nhu hinh v& 4. Bo qua ma sat, tim
phan luc & gbi C va ngam A.
Gidi :

Khéo sat hé dam :

N S q
- Tim phan luc RC , glal phOng W l P
i C

gbi C, cho hé thyc hién di chuyén kha — |
di 1a dam BC, quay quanh B mét goc A 2a B 2a 2a
d. Hinh 4
0A=0—
my(P).Sp+my(R.)-6p =0
—2a.Poép+4aR .69 =0
hay : (~2a.P+4aR,)5p =0

vi 09 #0,nén R, :g

- Tim phan lyc tai ngam A :
Giai phong ngam thay bang X ,,Y,, M ,
RO rang X, = 0.

Tuong tu nhu ﬁc ta tinh duoc :

P
YA :Q+E

vl Q = 2agq.
Dé tinh M, ta thay ngam bang ban 18 va ngiu luc M,
Cho hé di chuyén kha di 8¢
SA=0— M, 5p+m ,(0)dp+m.(P)dp, =0
Trong d6 d¢ va 6, lién hé nhu sau :
2a0¢ = 4adQ, — ¢, = %5(0
Thé 3¢, vao phuong trinh trén ta cé:

M .00+ aQdp + 2aP% =0

=>M,=a(P+Q)
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Qua céc vi du trén ta thdy y nghia ctia nguyén 1y di chuyén kha di ¢ chd no cho ta
diéu kién can bang ciia moi co hé dudi dang tong quat. Trong khi d6 cac phuong
phap tinh hoc yéu cau xét sy cin bang cla ting vat trong hé. Khi dung nguyén ly
chi can xét cac luc chu dong, cho nén ngay tir dau di tranh duoc khong phai xét dén

phan luc lién két chua biét, khi ching 1a cac lién két 1y tudng.

§3. PIEU KIEN CAN BANG CUA HE TRONG TQA PO
SUY RONG

3.1 Truwong hop chung :
Theo nguyén 1y di chuyén kha di tir (3.16) va (3.11) ta c6 :

oA = ZQié‘ql' = 0,4, +Q2§Q2 +..+0,9, =0

@
vi 8q1,0q1,...0qm dOc 1ap voi nhau nén ta rut ra :
Q=Q:=...=Qn (3.19)

Viy diéu kién can va du dé can bang 1a tat ca cac luc suy rong tuong Ung voi

cac toa do suy rong ctua hé phai béng khong.
3.2 Truong hop cic hre c6 thé :
Ta xét co h¢ chiu tac dung cua h¢ luc 1a cac luc thé.
Khi doé theo (3.14) va (3.19) ta co :

om _9% _ 9% 4 (320
oq, 0q, aq,,
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CHUONG IV
NGUYEN LY PALAMBE

T4t ca cac phuong phap giai bai toan dong luc hoc d trinh bay trudc diy déu dya
trén cac phuong trinh dugc suy ra tur hé tién dé cua dong luc hoc hodc tur cac dinh 1y
tong quat 13 cac hé qua cua ching. Biy gid ta c6 thé thiét 1ap cac phuong trinh chuyén
dong hay diéu kién can bang cua co hé dua trén nhiing co s& khac nira 1a cac nguyén 1y
co hoc ¢6 thé thay cho tién dé 2. Ap dung cac nguyén 1y ndy ta c6 thé tim dugc nhimg
phuong phép giai bai toan rt hiéu qua. N6 cho ta thiy dugc vai trd cia cac ap luc cha
dong trong mdi quan hé vai chuyén dong cta co hé.

Nguyén 1y Palambe duoc coi 1a ménh dé twong dwong véi tién dé 2.

§1. KHAI NIEM VE LUC QUAN TiNH
HE QUAN TINH
1.1 Dinh nghia :

Cac chat diém M co khéi lugng m,
chuyén dong véi gia tbc W dudi tac dung
ctia hé luc trong hé quy chiéu quan tinh.

bai lugong :

F"=—mW (4.1)

Chiéu (4.1) 1én cé4c truc ox, oy, 0z

F" =—mji
F" =—mj 4.2)
F." =-mz

Trong hé toa do tu nhién ta c6 :

F'=F"+F"

n T

Véi: F“=-mW" goilaluc quan tinh phap hay con goi la luc quén tinh ly tam.

F" =—-mW* goi la lyc quan tinh tiép.

T
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Tu dinh nghia ta théy lyc quan tinh khong phai 1a lyc thuc sy tac dung 1én chit
diém khao sat.
1.2 Thu gon hé luc quan tinh :

Xét co h¢ gdbm n chat diém c6 khoi lugng M = ka va gia toc cua diém tuong
)

tmg W, .

Khi d¢6 ta thu dugc h¢ luc quan tinh :

EY F" .. F" hay {F“kql} véik=1,2,...,n

Pé thu gon hé lyc quan tinh nay dua vao két qua tir tinh hoc, ta c6 thé thu gon vé

mot tam. Ta duoc mot luc va mot ngﬁu Iuc :
{qut}N (EW,MW)
R =S F
- P
Trong d6 : i Z(‘,’)T’lo (F")
)

dugc goi l1a vécto chinh va momen chinh cia hé luc quan tinh ddi véi tam O.

Ta can di x4c dinh vécto chinh va momen chinh cua lyc quéan tinh cua vat rin
chuyén dong khi n6 thu gon vé khéi tim C cua vat.

Dbi voi R tacod:

R = —mW, =-MW,(4.4)

Viy vécto chinh cua lyc quan tinh cua vét trong chuyén dong bat ky ludn duoc xac
dinh theo (4.4)

Con M " =i (F":) s& thay doi khi vat thay d6i chuyén dong. Ta xét vit
chuyén dong cu thé nhu sau :
a) Chuyén déng song phang :

Xét vat chuyén dong song phang, tirc 1a quay quanh truc Cz vudng goc v4i mat
phang chuyén dong (r) v6i van téc goc 1a @ va gia toe goc 1a & .

Nhu trén : M.* ==Y (m, 7, AW,)

Trong dé : W, =W.+EANF, +DN(DAT,)
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Theo phép bién d6i vécto ta co :
ON(DAT,) = 0(DT,)— @ F,

vi 7, L &% nén: 7.0 =0
Do d6 : W, =W, +&AF, —0F,
Tathé W, vatinh:

i, AW, = m|(F AW+ F G A0 (o AT
Vi: 7 A7, =0, 7 1 & nén:

mi, AW, =m i, AW +mr,’ &
Vay :
M." = = m i, A W, — > mr’E
Vit Y mr =Mr, =0taco:
M. =-J.E
Vi vat chuyén dong song phang nén vécto & luén vudng goc v4i mit phang (w),
nén ta co thé thay & bang z .

Do d6 : M. =-J.& (4.5)
Viy : Vit chuyén dong song phéng thi h¢ luc quan tinh thu vé khéi tim C cua vat

duoc mot Iuc va mot ngﬁu lyc xac dinh theo (4.4) va (4.5).

Nghiala :

¢) Vat quay mot quanh truc:

Cho vit quay quanh mét truc Oz vé6i van tdc goc @ va gia toc goc & . Thu gon hé
luc quén tinh cta vat vé mot diém O. Ta thu dugc R xéc dinh theo (4.4) con mémen
chinh M * dugc tinh nhu sau :

L -
My =3 mi AW,
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trong 46 : W, =& AT, + DA (DAT,) = (07X, +&x,)i +(@°y, +&,)] (4.6)
(i, 7,k 1a cac vécto don vi cua céc truc ox, oy, 0z.)
Do d6 : M," =(-’J,, +&] )i +(&’J, -2 )] +J.E
Trong d6 : Jy,, Jy, momen tich quén tinh.
Chiéu 1én céc truc ox, oy, 0z ta nhan duogc :

M =J.e-J, 0
M"=J_ o ~J_ ¢ 4.7)
M"=J¢

Ta xét truong hop dac biét :

- Néu truc Oz 14 truc quan tinh chinh tic 1a :
Jee=1Jy,=0khido M “ :]\7},"’ =0

Chicon M." =—J_& va R" =-MW,

- Néu tryc Oz 14 truc quan tinh chinh trung tdm tirc 1a Ce Oz :

Ta co: R" =0
M"=-J &
§2. NGUYEN LY PALAMBE

2.1 Dbi véi chat diém :
Tai mdi thoi diém néu dat thém vao chét diém luc quan tinh cua né ta dugc mot hé
luc can bﬁng gém luc chu dong, luc lién két va luc quéan tinh cta chit diém.
Cho lyc F chi dong
N phan lyc lién két
F* lyc quan tinh
Theo nguyén Iy (F,N ,F?)~0

Hay : F+N+F* =0
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That vay tu tién dé 2 cua dong luc hoc ta co :

mW =F +N

F+N—-mW =0
Vi F =-mW
Nén : F+N+F"=0

2.2 Pdi v6i co hé :

Tai mot thoi diém, néu dit thé vao mdi chat diém cua hé cac lyc quéan tinh twong
ung thi cung véi cac ngoai lyc va ndi luc thuc sy tdc dung 1én h¢. Ta sé dugc mot hé
can bang.

Cho {F“,f} ngoai luc

1

. (no1 luc

-

{
{F A ‘”} lyc quan tinh
Taco:(

#ke}’{ﬁki}»{ﬁkql}) ~0
Khi do : R=0""" 4.9
M, =0
Nguyén 1y Palambe cho phép ching ta giai cic bai toan dong luc cho bang cach
thiét 1ap cac phuong trinh chuyén dong ctia hé dang cac phuong trinh can bang quen

thudc. Bo6 chinh 1a nd1 dung ctiia phuong phap tinh dong luc hoc.

§3. AP DUNG
3.1 Phuong phap tinh dong luc hoc :
Tt nguyén ly Dalambe ta thiét 14p cac phuong trinh can bang dua vao két qua cia
tinh hoc.
a) Poi véi chdt diém :
R=0=R,=F +N +F", =0
b) Déi véi hé :

Ta phan lyc thanh ndi luc va ngoai luc R', R
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Trong do: R' =Y F,'=0

va M, =i, (F')=0

Theo nguyén 1y ta c6 :
R +R" =0
M, +M," =0

Chiéu Ién cac truc toa do ta thu nhén :

R‘+R" =0

e t
R°+R™ =0
R°+R" =0

. . 4.11)
M +M" =0
M) +M," =0
M +M." =0

Phuomg phap tinh hoc thuong dung dé tinh cac phan luc dong.
3.2 Phan luc truc quay va khai niém can bing truc quay :
a) Phan lyc dong cua truc quay:
Cho vat (S) dudi tdc dung cua cac ngoai luc {ﬁk(p )} quay quanh truc Oz véi van tde
goc @ va gia te goc c.
Ta can xéac dinh phan luc tai cac b truc tac dung 1én truc.
Céc phan luc xuét hién khi vat quay véi @+ 0, ta goi cac phan liwc nay 13 phan luc
dong. Con néu &= 0, theo trude dy ta goi chung 13 phan luc tinh.
Giai phong lién két tai A, B thay bang :
Ry ~(X .Y, Z,) VA Ry ~(X,.Yy)

Theo nguyén ly Palambe ta co :

Trong do : {Fk"’}~(1§qt,j\7lq’)
Thu gon vé tdm O trén truc quay R? = —-MW,
Trong dé WC dugc tinh theo cong thic (4.6). Con M ¢ chiéu 1én cac truc toa do

duogc tinh theo cong thirc (4.7)
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Ta thiét 1ap phuong trinh can bang :
R+X, +X,+M @0 +M, s=0
R +Y, +Y,+M 0’ —M g=0
R‘+Z=0
M +X,a-Yb+J 0 +J &=
M +X,a-Xb+J 0’ +J &=
M -J.&=0
Phuong trinh cudi cing ctia (4.12) chinh 13 phuong trinh vi phan chuyén dong cia
vat quay. Con c4c phuong trinh con lai x4c dinh cac phan luc R, R, .
b) Can bdng ciia truc quay :
Tir nhitng phuong trinh (4.12) ta thay

cac gia tr1 o va € cua phan lyc dong khong

nhiting phu thudc vao gid tri ma con phu
thudc vao cac dai luong Xc, Y, Jx,, Jy, dac

trung cho su phan bd khbi lugng cua vat

d6i véi truc quay Oz.

Ta thiy chuyén dong quay khong anh
huong dén gia tri cua phan lyc & céac b truc
quay néu :

Xc=0vaYc=0 (4.13)
Jo=1y,=0 (4.14) Hinh 6
Diéu kién (4.13) va (4.14) chinh 14 diéu kién can bang dong ctia cac khéi lugng cac

vét quay quanh truc Oz. Diéu kién (4.13) chung t6 khéi tim C nim trén truc quay. Con
(4.14), truc quay Oz la truc quan tinh chinh trung tdm cua vat.

Vay : Phan lyc dong tac dung Ién truc cua vat quay s€ béng phan lyc tinh néu truc
quay la mot trong nhiing truc quan tinh chinh trung tam cua vat.

Tt day no cho ta y nghia cua cac dai luong Jy, va J, 1a dac trung cho murc do mat

can bang dong cua cac khdi luong cua vét khi nd quay quanh truc Oz. Phuong phéap
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can bang cac khéi luong nhu vy duoc sir dung rong rii trong k¥ thuat dé can bang cac
truc khuyu, cic tay quay, cac bo truyén ..v..v.
33 Cacvidu:

a) Vidu 1: Mot volang trong lugng P quay quanh mot truc ¢c6 dinh Oz vuong goc voi
mit phang ciia nd véi van toc khong do6i. Coi voling 1a mot vong tron dong chat ban
kinh r. Bé qua khdi luong ctia cic nan hoa va tac dung cua trong luong, hiy xac dinh
luc c6 khuynh hudng phé vo volang (Hinh 7).

Gidi : D6i v6i volang, luc can phai tim 14
ndi luc. Pé xac dinh nd ta cit volang ra
lam hai phan bo di phan phia trai va giir
lai phan bén phai. Thay vao bang cac luc

N,,N,. Xac dinh lyc quén tinh, vi voling

quay déu nén € = 0 do d6 chi c6 luc quan
tinh phap, do tinh chat d6i xtng nén céc

luc quan tinh c¢6 hop luc dit tai khdi tam N,

C nam trén tryc Ox va ¢ do 16én bang :

R" = MW, = Mx @’

Hinh 7
Trong do :
1P 2r
M = E ,XC = —
g
Do d6 : RY = Pro’
n.g

Theo nguyén ly Paldmbe ta co : (]V LN z,ﬁq’)~ 0
Chiéu 1én truc Ox :

-N;-N, +R"=0
Do tinh déi xtmg : Ny =N, =N.

vo R PR’

Vay : =
il 2 2r.g
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Vidu?2 :

Mot thanh dong chit AB trong
lugng P dai 1, duogc ghép chat vao %
truc thang dung OO; dudi goéc a,
Truc CO; cung véi thanh AB quay
v6i van tbe goc khong d6i o. Hay xac Z,
dinh phan lyc tai ngam (Hinh 8). Y
Gidi : X,

Khao sat chuyén dong cta thanh
AB. HE lyc tic dung : X
BX., T, 7,0, 0 L7

Hinh 8

Ta di x4ac dinh luc quan tinh cac
phan tir cia thanh AB.
Vi @ = const nén chi ¢6 thanh phan F,* huéng theo ban kinh 7, c6 do 16n bang:
F"=mW, =mro
Day 13 hé lyc song song phan b theo quy ludt tam giac.
Thu gon h¢ lyc nay dugc hop luc di qua diém D cach A mdt doan béng 2/31 ¢6 do
16n bang :

R = MW, :Brca)2 Pl o

Theo nguyén ly Paldmbe ta co :

Thiét 1ap phuong trinh can bang (Hinh 8)

R =X,=0
R, =Y,+R" =0
R =2,-P=0
M, =—Pésina+MAx—Rq’§lcosa=O
M, =M, =0
Mz =MAZ =0
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Tu day ta tim dugc :

Plw®

X,=0Y,=- 2

2

X

g
Vidu 3:

Vit A va B ndi nhau béng mot soi day
khong gidn mic qua rong roc D. Khi tha vat
A trong luong P, rong roc D trong luong Ps
quay quanh tryc ¢b dinh O, con vat B trong

lugng P, trugt 1€n trén mat phéng nghiéng a.

Hay xac dinh gia toc cia vat A va B va siic
cing cta hai nhanh diy. Cho hé s ma sat
truot 1a f. Rong roc coi nhu dia tron déng
chat. (hinh 9).
Giai :

H¢ khao sat gém ba vat A, B va rong roc
D.

- Xét vat A : Ta tach vat A theo nguyén ly

Palambe ta co: (E,fl,ﬁ"’A)~ 0.
Trong do :

Chiéu 16n phuong X :
P

sina,Z, =P

Pl . .
M, =71(sma+l3isln20!);MAy =M, =0

P=T,=~tW, =0(1)
4

Xét vat B tuong tu ta co :

Trong do :
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F..s = f.N = f.P,.cosa

Chiéu 1én phuong Y :
Ty — Fps — Fg% — Posina = 0
hay : T, — f.Pocoso — gWB — P,sina =0 (2)
- Xét rong roc D : (E,f'l,f'z,EO,MBqt)~()
Trong d6 : Mo =Jo.€
Jo = i1”2

2g

con &= L
.
Nén
M7 = irW
2g 4

— P,
M,=0=>Tr+—=rW,-T"' r=0
28

P,
hay : T'ﬁ—gWA -T''=0 (3)

vi T,1:T1,T’2:T2VéWB:WA
Nén céac dang thirc (1), (2), (3) ¢ thé viét nhu sau :

P,
P ~T,= =W, =0
g

T, — f.P,cosa — §WB — Pysina =0 (4)

P
T +—=W,-T'=0
2g
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Tur (4) giai ra ta tim duogc :

P —P,(sina+ fcosa)
2P +2P, + P
T - 2PP,(1+sina + fcosa)
2P +2P, + P,
B 2PP,(1+sina + f cosa)— P[P, — P,(sina + f cosar)]
- 2P, +2P, + P,

W,=W, =2g

T,

Dé vat A roi xudng phai théa man diéu kién :

P,> P, ( sina + fcosa)
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CHUONG V
NGUYEN LY PALAMBE —- LAGORANG

§1. NGUYEN LY PALAMBE - LAGORANG
1.1 Nguyén ly :
Két hop hai nguyén Iy : Di chuyén kha di va nguyén y Dalambe. Ta c6 thé phat
biéu nhu sau :
Tai mdi thoi diém co hé chiu lién két hinh hoc 1y tuong la téng cong cua cac luc
chu dong va cac phan luc quéan tinh trong moi di chuyén kha di bang khong.
dA(ch) + 0A(qt)=0 (5.1

trong do : SA(chy =3 F ",
(k)

gty =Y F, ",
(*)
voi ES = _m,J7,
1.2 Phuong trinh tong quat ciia dong e hoc :
Tir nguyén 1y trén ta rt ra phuong trinh tong quat cua dong lyc hoc duéi dang :

- Vécto S(E" -m W), =0 (5.2)
(k)

- Toa do bécac :

Z(Fkr _mkj_ék)axk +(Fky _mkj_}k)xk +(F). _mk.Z_.k)&k =0 (5.3)
(k)

1.3Vidu:

Cho co cau diéu tiét Iy tAm nhu hinh 10. Truc may quay déu véi van toc goc @
va khong can bang twong ddi. Tim lién hé gitta van toc gbc cua truc may véi goc
nghiéng o cta thanh treo véi phuong thang dung, khi khong can bang tuong dbi
trén mat phang cta nd. Cho biét do ctmg 16 xo 1a C va khi a = 0 thi 10 xo khong
bién dang, trong luong cua doi trong 1a P = P va ctua moi qua vang la P, = P; = Q,
chiéu dai cia mdi thanh treo 1a 1, ban 1& ndi cac thanh vao truc quay va vao dbi
trong déu cach truc qua 13 a.

Bé qua khoi lugng cua cac thanh, cua 10 xo, bé qua ma sat.

Chuong V Nguyén ly Palambe-Lagorang Trang 67



GIAO TRINH CO HQC LY THUYET II PHAN PONG LUC HQC

Giai:

Chon co ciu 1am hé khao sat %

o

. . . X
Ta xét co cau & trang thai can bang -
tuong dbi trong mat phang cua nd. Khi d6 F' B/a /(1 A fa
A
hé c6 mot bac tu do. Chon q = o lam tao do - l
suy rong. Hé chiu lién két Iy tuong vi bo B i iy
qua ma sat. Lwc chi dong gom
T, ——
P.P, P, F. I
Theo phuong trinh tong quat cua dong i'ﬁy
Hinh 10

luc hocta cé :
0A(ch) +dA(qt)=0
Luc quén tinh :
F" = i(a +Isina)w’
g

P,
F," =2 (a+Isina)o’

Pé tinh toan ta dung h¢ truc toa do Pécac XY :

_(X,=0 ~[X,=0 _[X,=0
B B, B

=P ?|Y,=0" ’|¥,=0
_ X=0
i
Y=F=2Cl(1-cosa)
Y - 2
F o —_F X = p (a+Isina)w
Y=0

POY. +POY, +PoY, +F, "0X  +F, "X, + Fy"’éYC =0
vO1 X, = - Xg = Isina

Ya =Yg =Icosa

XC =0
Yc=2lcosa
Do do :

{— 2Plsina —2QIsina + Q(a +Isina)cosaw’ —4CI(1 - cosa)sin a}&a =0
g
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Ritra - »’ :P+Q+2Cl(?—cosa)g.tga
O(a+Isina)

§2. PHUONG TRINH LAGORANG LOAI II

2.1 Trwong hgp chung :

Tir nguyén 1y Palambe-Lagoring ta c6 thé dua phuong trinh téng quat cua
dong luc hoc ddi véi co hé khong tu do dudi dang toa do Pécac. Pé md ta nguyén
Iy ndy trong toa do suy rong, ta thiét 14p phuong trinh Lagorang loai II nhu sau :

Cho co hé lién két 1y twong hinh hoc ¢6 n chét diém c6 m bac tu do, tuong (ng

m toa do suy rdng qi, qzs-..,qm dudi dang tdc dung cua hé luc { } tr (3.11) tacod:

0A(ch) = ZQié‘qi’i :L_m

)
Con lyc quan tinh :

0A(qt) = Z_ mka&k
(k)

Thay &, tir (3.7) :

-3 S, e - T 0 s,

@) | (k) (i)

Véi : 0" =Y -mW, o (5.4)
(k) o9,
Q;* goi 1a lyc quan tinh suy rong.
Theo nguyén tic Palambe-Lagorang ta cé :
%‘,(Q,- +0,")d, =0
Suy ra : Qi+Q =0,i=1,2,.,m (5.5

Phuong trinh (5.5) 1a phuong trinh tong quat ctia dong luc hoc viét dudi dang
toa do suy rong. Trong d6 luc suy rong quan tinh chua tinh duoc. Ta can bién dbi
n6 qua dong nang cua hé.

Tu giai tich vécto ta co :
=m o (V ZZ‘

i i

- Or, 7 or,
mkWa—k )~ ( : (5.6)
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Trong (5.6) can xéac dmh —+ va —(6rk
6 ;dt og,
- Tinh % .
6‘][

T 7, =7 (q,) suyra:

. = o,
nh=V,= %j‘]z (5.7)

Lay dao ham hai vé (5.7) theo q; ta nhan dugc :

e Y, (5.8)
dq, 0q,
_Tinh & (8rk)
Tt (5.7) ta lay dao ham theo q; ta c6 :
v, A
= q. (5.9)
aq, (/Z) 09,04 ; !
d | or o°F
Mat khac : — —"j: —Fr g, (5.10)
dt(aqi %“aqiaq i
So sanh (5.9) va (5.10) suy ra :
d o, _ oV (5.11)
di'oq, o,

Thé (5.8) va (5.11) vao (5.6), tir (5.4) suy ra

:_Zm ;o Y, (8rk d o oml’ +izmka2
k
B aqi * “dt oq,”  dt o, ®» 2 9, ® 2

‘ v’ G ,
vi Zm"—" =T la dong nang cua h¢, do do6 :
(k)

Qq,_é_T_i(a_T)
' 0q, dt og,

Thé (5.12) va (5.5) ta nhan duoc phuong trinh Lagoring loai II:

d or. or _
L& =0.i=12,.m (5.13

i
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2.2. Truong hop cac Iwc c6 thé :
Vi cac luc c6 thé nén ta c6 thé tinh luc suy rong qua thé nang = n(q;) theo
(3.14) :

or ., Orx
- vi =

— —=0
oq; aq,

O =

Nén phuong trinh (5.13) ¢6 thé viét :
d oI orxn, 0T or

—(—+—)—+—=0,i=1..m
dt 0q, 0q, 0Oq, 0q,

Ta dua ham Lagorang : L = T — . Khi d6 phuong trinh Lagorang loai II trong
truong hop cac luc c6 thé c6 dang sau :

i(a_L)_a_L:o,izl...m (5.4)
dt 0q,” 0q,

Céac phuong trinh Lagoring cho ta mot phuong phap nhat quan va kha don gian
dé giai cac bai todn dong luc hoc, uu diém chinh 1a né khong phu thudc vao )
lugng cac vat trong h¢, no chi phu thude vao sb lugng cac vat trong h¢, n6 chi phu
thude vao s bac tu do cua hé. Ngoai ra néu céc lién két 1y tudng thi nd co6 cac luc
suy rong chu dong tham gia trong cac phuong trinh, cho nén cdc phuong trinh nay
cho phép loai bo trudc tat ca cac phan luc lién két chua biét.

23 Vidu:
Vi du : Cho co cdu gém banh xe ¢b dinh 1,
ban kinh R;, banh xe chu dong II, ban kinh
R,, trong lugng P. Tay quay OA trong luong
Q, chiu tac dung mdt ngau luc véi momen

khong d6i M.

Hay xac dinh gia tc goc tay quay OA,
cho biét co céu dit trong mit phang thing
dimg. Banh xe II 1dn khong trugt trén banh xe
I. B6 qua ma sat, cac banh xe 1a dia dong

chat, thanh OA 14 thanh dong chat. (Hinh 11).

Hinh 11
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Giai :
Co cdu ¢6 1 bac tr do. Chon q = ¢ 13 toa d6 suy rong, khi d6 phuong trinh
Lagorang :

- Tinh dong nang cua hé :

T=Toa+ Toxu
1 ) 1P 1
Ty, :EJofoz —EEVA +EJA(0112

Tatinh ¥, va oy theo ¢ :

Vi banh xe chuyén dong song phing nén D 13 tim van tdc tirc thoi :

V, . )
ogpg=—malV, =04
i D 4 @

A

OA=R1—R2,AD=R2nén:

1P 1P R -R)’¢> 3P :
Ty =—-—(R —-R )2 p* + Rzz-( 1 i) ? =——(R, _Rz)z(/)z
2g R, 4g
Vay dong ndng cta hé :
20+9P .
Ty = 4 — (R, _R2)2(02
12g

Tinh lyc suy rong Q, :
Cac luc sinh cong M, P, Q cho co hé thuc hién di chuyén kha di o¢ :

0A = Moy — QR —Ry) ——————=cos@pop— P(R, — R,)cos pdp + ; {ZM —(Q+2P)(R, —R,)cos (pé‘(o}

Suyra: Q, = 1{2M (O +2P)(R, —R,)cos p}

-Tmhé—Tvaa—T
op op
8T ol 20+9P
=0, —= 0 (Rl_Rz)Z(D
o9 op
d oT. 20+9P ).
Z ()= R -R
dt(a )= 62 (R —R))" ¢

Thé vao phuong trinh Lagorang loai II ta nhan duogc :

20+9P

(R, —R,)*¢ {2M —(Q +2P)(R, - R,)cos ¢}

_1
2
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Viy : 5 [2M-(Q+2P)R - R, )2cosgo]
(20+9P)(R, - R,)
Tur day ta nhan thiy :

e>0taclaM > %(Q +2P)(R, — R,)cos ¢ quay nhanh dan.

e=0taclaM= %(Q +2P)(R, — R,)cos ¢ quay déu.

e<OtuclaM< %(Q +2P)(R, — R,)cos ¢ quay cham dan.

Vi dy 2: MOt tru dong chit c6 khdi
luong m, chuyén dong lin khong
truot trén mat phang nghiéng cia mot
lang try tam giac A, c6 khdi luong M,
goc nghiéng 13 o. Ling tru c6 thé
truot trén mit phing ngang, nhdn.
Tim gia téc khbi tdm A cia tru dbi
v6i lang tru va gia toc cta lang try.

B6 qua ma sat (Hinh 12).

A

Hinh 12

Giai : H¢ khao sat hinh try tron C, lang tru tam giac A. H¢ c6 hai bac ty do, chon q;

=X,y =S5.

Vi luc lyc tac dung 1én hé 1a lyc thé : P,0 nén ta dung phuong trinh Lagoring

loai II dang :
d OL_ OL
—(—)——=0 1
dt(afc) ox 1
d OL_ OL
2 (E =20
dt(&s'*) os (2)

- Tinh thé nang 7 cua h¢ :
n =-mgYc +const, trong do Y = s.sina. nén : T = -mgs.sina + const.

- Tinh dong nang T caa hé : T =T, + T.
trong do: T, = %M)'(2

vi truc C chuyén dong song phang nén :
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1 1
TC ZEchz +—Jca)2tru
V.=V +V. =V, =x+scosa,V,, =—ssina
V ) 1
@, :_r:ih]c =—mR’
R R 2
r 1 . . 2 ) 1 )
Do do6 : TCZEm[(X+scosa) +s° sin a]+zms

Vay dong nang cia hé¢ 1a :
1 .2 l . ) 1 -2
T=—(M+m)x +—m[2xscosa+s ]+—ms
2 2 4
Ham Lagorang L = T- m cia hé 1a :

1 a3 . .. .
L=—(M +m)x* +=ms> + mxs cos & — ms sin & + const

Ta tinh : a—L;a—L;a—L;a—L
Ox Ox O0s Os
a—L_:(M+m))'c+mS‘cosa
ox
ia—]f:(M+m)5é+m§cosa
dt Ox
oL oL )
—=0;—=-mgsina
ox os
OL 3ms .
— =——+mxcosa
0s
d OL_ 3m.. ..
—(—)=—§+mXcosa
dt Os 2

Thay cac biéu thirc ndy vao phuong trinh (1) va (2) ta nhan dugc

(M +m)X+mscosa =0 (3)

37m§+mjécosa+mgsina =0 (4

Tur (3) va (4) dé dang tim dugc :
B mg sin2¢
3(M +m)—2mcos’
. 2(M +m)gsina
3(M +m)—2mcos’ a

Vay hé chuyén dong bién d6i déu. Néu ban diu hé dimg yén thi khdi tru lan xuéng,

con lang tru s€ truot qua trai.
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LY THUYET VA CHAM

Moi qua trinh chuyén dong ctia vat thé khong phai bao gid ciing dién ra mot
cach déu dian, ma c6 thé X4y ra sy bién ddi dot ngdt. Vi vay, khi nghién ctlru ta can chu
¥ dén cac dic diém, cac hién tuong dic biét cua chuyén dong. O chuong nay ta s&
nghién ctru mot loai chuyén dong dac biét do 1a sy vat cham. Va cham la mét bai toan
ta thuong gip trong thuc t& va ki thuat. Truéc khi nghién ctu hién tuong ndy ta can

nam ving cac dic diém va cac gia thuyét sau day :
§1. CAC PAC PIEM VA GIA THUYET VE VA CHAM

1. Va cham : La qua trinh dong luc trong d6 van toc chuyén dong cau co hé thay d6i
dot ngdt trong khoang thoi gian vo cung bé. Thoi gian va cham cua hai vat thuong xay
ra khoang tir 107 dén 10™* gidy.

Vi du vé va cham nhu khi baa dong dinh, dong coc, qua bong da vao tuong lai
bat ra ngay.

2. Cac giai doan va cham :

Quan sat hi¢n tugng, ta théy cic vat khi va cham bi bién dang & vung ching
tiép xuc nhau, sau dé hinh dang c6 thé lai duoc phuc hdi. Mirc do bién dang va hoi
phuc cua cac vat va cham phu thudc vao tinh dan hoi cua cac vat d6. T d6 ta nhan
thiy qua trinh va cham c6 thé chia hai giai doan : Bién dang va phuc hoi.

Giai doan bién dang xay ra tur luc hai vat bat dau tiép xtic nhau dén lac dung
bién dang. Giai doan phy hdi tir luc dimg bién dang dén luc két thic va cham. Trong
giai doan ndy cac vat va cham nhau dan dan tré lai hinh dang cii dén murc d6 nao do.

Can ct vao murc do phuc hoi lai hinh dang cii cua cac vat va cham, nguoi ta
phan bi¢t cac loai va cham nhu sau :

- Néu va cham khong c6 giai doan phuc hoi duoc goi la va cham mém hay va
cham khong dan hdi. Pac diém co ban cua loai va cham nay la khi két thac qua trinh
va cham, nhitng phan tir cia hai vat va nhau c6 cing van toc phap & ving tiép xtc.

- Néu va cham c6 giai doan phuc hoi thi goi la va cham dan hoi. Hinh dang cii
cua cac vat va cham dugc phuc hdi hoan toan goi la va cham hoan toan dan hdi. Pac
diém va cham dan hoi 13 két thiic va cham van tdc phép truyén cac phan tir ctia hai vat

o vung ti€p xuc khac nhau.
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bé danh gia sy phuc hoi cua vat va cham nguoi ta dua vao hé sb phuc hoi la :
S
k=—% 7-1
S (7-1)

1

7
Trong d6 S, = INdf 13 xung luong va cham trong giai doan bién dang, con
0

S , = I Ndt 1a xung luong va cham trong giai doan phuc hdi.

7
RO rang k=0 la va cham mém khi k=1 1 va cham hoan toan dan hoi, con 0<k<1
13 va cham dan hoi. Hé s6 k phu thudc tinh chat dan hdi ciia cac vat va cham va duoc
xé4c dinh bang thuc nghiém.
3. B6 qua di chuyén ciia hé trong va cham :
Va cham xay ra rat nhanh, nén khi va cham ta xem nhu cac vat khong di
chuyén. That vay, quing duong di chuyén cua chat diém trong khoang thoi gian va

cham la :

Vinax 12 dai lugng gidi ndi va khoang thoi gian t rat bé, nén s ciing rat bé ta c6 thé bo
qua duoc.
4. Lwc va cham va xung lyc va cham :

Trong va cham, ngoai nhiing lyc thuong tac
dung Ién co hé nhu trong luc, luc can,..v...v . cac chét
diém cua co hé con chiu thém nhiing phan luc lién két
& viung tiép xuc xuat hién tir luc bit dau va cham va

mat di ngay khi hét va cham. Nhimg phan luc d6 goi

l1a nhiing lyc va cham. Ta ky hi¢u lyc va cham Ia N
luc va cham bién dbi trong khoang thoi gian va cham Hinh 7-1

va c6 luc dat dén gia tri rat 16n, nén né biéu dién la

ham thoi gian N = N (t). Vi vay, ngudi ta thuong danh gia tac dung luc va cham trong

khoang thoi gian va cham t bang xung lugng va cham S .
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S=(Ndt=N*r

O Sy

trong d6 N * 1a lyc va cham trung binh.
Ap dung dinh ly dong lugng cho chét diém thudc hé trong thoi gian va cham ta

co:
mAV = [ Fdt + [ Nat
0 0
trong d6 F 1a hop luc cac lyc thudng tac dung 1én chat diém 4y. RS rang, ta co :
[ Far
0

Thuc té Fna khong 16n 1dm ma t lai rdt bé nén xung luong luc thuong ciing rat

<F_ 1

max

bé so vo1 xung luong va cham. Do dé trong qua trinh va cham ta bé qua xung lugng

cua lyc thuong. Phuong trinh trén c6 dang :
mAV = [Ndt=5  (7-2)
0

Day la phuong trinh co ban cua hién tugng va cham.
Mot bua ta c6 khbi lugng m = 5kg, van tdc cua bta lic bit dau dap 1én vat rén
12 v=5m/s. Thoi gian vat dap 1én vat rén 1a T = 107 gidy. tinh lwc vat ddp trung binh
cau bua 1én vat ren.
Bai giai:
Theo phuong trinh (7-2) ta ¢6 :
55=S=N*10"

25 =2500 N

02

tasuy ra: N* =

Luc nay b?mg ap luc tinh cua mét vat co khéi lugng m = 2500/10 = 250 khong gian de

1én. Vi vay, ma ngudi ta goi bua 4y 1a baa ta, mac dau khéi luong chi ¢ 250kg.
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§2. CAC PINH LY TONG QUAT PONG LUC HQOC
Ap dung trong qua trinh vat cham. Dya va phuong trinh co bén :
mAv = §
v6i nhitng gia thuyét don gian vé Iyc va di chuyén trong qua trinh va cham. Bay gio ta
s& 4p dung cac dinh Iy tong quat dong luc co hé vao qua trinh va cham nhu sau :
2.1 Pinh 1y bién thién dong lwong:
Ta xét va cham co hé n chit diém c6 khdi luong M = ka . Bé qua tac dung
xung lugng cua lyc thuong, theo dinh 1i dong lugng co hé, ta co :
0-0,=3S, (13
Ap dung dinh 1y nay cho truc x, ta c6 :
Q. =0y =2 5w (74
Ta d3 biét 0= kaVk = MI7C la dong lugng cua hé ngay sau khi va cham, con
0, = kaﬁk (0) = MV,.(0) 1a dong lugng cia hé ngay trudc va cham. V. va V.(0) la
van tdc khdi tAm cta hé sau va trudc va cham.

Vi du : Hai toa xe c6 khéi luong

thang vdi van toc V, va V, va vao | Dq |
nhau (V; > V,) . Gia thuyét vat )

\ , /
cham mém, tim van toc chung ctua Hinh 7-2

hai toa xe sau va cham.
Bai gadi :

Khao sat co hé gém hai toa xe xung luong vat cham giita chung 13 xung luong
trong. Bo qua tac dung cua céc lyc thuong la trong luong Py, P, va cac phan luyc duong
ray Ny, N,. O ddy khong c6 xung lugng va cham ngoai nén dong luong cia hé duoc
bdo toan trong qua trinh va cham. Do do ta ¢6 :

m1V1x+m2V2x = (ml + mZ)Vx

Turdosuyra:
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y = mV, +m,V,,
=Ll 2 2
ml +m2

hay . V — lelx +m2V2x
ml +m2

2.2 Pinh Iy bién thién mémen dong lwong :
Ciing nhu trudc day, ta ki hiéu :
Ly = o (m, V)
L = Zmz (mkﬁk)
la mémen dong luong cua hé ddi voi tam O va truc z. B6 qua tac dung cua luc thuong,

ap dung dinh 1y bién thién momen dong ctia hé, ta 6 :

dL ISR
. :ZmO(Fk):MO()
dt
Hay : L,(2)—L,(1)= j M, “dt  (a)
0
Nhung: IMO(e)dt :'[Znﬁo(ﬁek)dtzz_[(?k /\Fek)dl‘
0 0 0

Bé qua di chuyén cta chat diém trong vat cham, ta viét duoc :

[M,0de =37 A [Fpdt = 7 (S )

0 0
Do d6, hé thirc (a) co thé viét lai :

Ly@)~Ly() =Y ig(S,)  (7=5)
Nhu vay : Bién thién mémen dong ctia hé d6i voi tim O trong thoi gian va cham bang
téng moémen xung lugng cac ngoai luc va cham tac dung 1én co h¢ trong cung thoi
gian va cling tam ay.
Tuong ti dbi véi truc z, ta ciing co :
LQ)-L(M)=3m(S,) (7-6)

L,(1) va L,(2) la mémen dong cua hé doi vdi truc z trude va sau va cham.
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Vi du : Thanh ddng chat OB = 1, khéi lugng M c6

Y
truc quay O nam ngang, dugc tha tir vi tri nam ngang O@

. ‘. . __ - -1
dén cham vao vat A khoi lugng M. Tim van toc vat - | B
A sau va cham. Gia thuyét k: hé s6 phuc hoi k =0 (H 5 //

/
7.3) )
Bai gidi : L
Trudc khi khao sat hién tugng va cham, ta xét A s :
thanh OB chuyén dong tir vi tri ndm ngang dén vi tri —
y ong 1 gang 1 Hinh 7-3

thang dimg dé tim van toc goc cla né trude lic va
cham.
Ap dung dinh 1y bién thién dong nang cho thanh OB, ta c6 :
T,-To=ZA =PIl/2.

MP?

A M A A \ 2
Ban dau thanh ndm yén nén Ty =0, con T| = 2.Jo0," = o,

Thay vao biéu thire (b), ta dugc :

2
M6l 0= P12 = Mgl/2.

N , 38 1\ A A T
Trdotacd: o’ = Tg la van toc thanh OB trudc lac va cham.

Bay gio ta xét thanh OB va vat A trong giai doan va cham. Luc xuat hién giita
vat A va thanh OB 1a ndi luc caa hé. Dé triét tiéu luc va cham & truc quay O, ta ap
dung dinh Iy mémen dong ddi véi truc O, thi :

1 (Sy) =0

Do d6, moémen dong cua h¢ ddi vai truc O dugc bao dam nghia 1a : moémen

dong cua h¢ sau va cham béng moémen dong cua hé ddi voi thm O bﬁng nhau.
Ly(2)=L,(D)
Hay: Zmo(mﬁ)zzmo(mlj)

Luc dau vat A nam yén, chi c6 mdémen dong cua thanh, sau va cham két thanh thanh

mot kho, lac d6 van toc cua thanh la ®,. Ta ¢o :

Zmo(mﬁ) =J,o,
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Vi va cham khong dan hdi (k=0) nén vat A va thanh sau va cham két thanh mot khéi,
lac d6 van tde cia thanh 14 w, . Ta co:

> my(mU) = (J, +ml*)o,
Nhu vay, ta viét duoc :

(J, +mlz)a)2 =J,o,

Tu do taco:
__
oy ml*
Van toc vat A sau va cham 1a :
J
Va=lo, = " o
A 2 J, +ml’ :

2

.2 , Ml \ 3 Lo+ R
Thay biéu thuc : Jo = va o, = 1/7g cudi cung ta nhan dugc :

VA_M\/3_81

M +3m
2.3 Pinh Iy mat dong niing :

Noéi chung trong va cham mot phan dong ning bi tiéu hao chuyén hoa thanh
nhiét nang. Vi vay trong va cham khong ap dinh 1y bao toan co nang.

Luong dong ning bi mat mat la AT = T, — T, >0, trong d6 T, va T, la dong
nang cua hé trudc va sau va cham. Trong va cham ta khong thé tinh dugc cong cac luc
va cham téng qua trinh va cham, nén ta khong dung dinh 1y dong nang. Sau day, ta s&
dung dinh 1y dong lugng va moémen dong lwong dé nghién ciru mot s6 bai toan Ung

dung va cham.
§3. HAI BAI TOAN VE VA CHAM

Sau day la hai bai toan va cham dugc ing dung quan trong.
3.1 Va cham xuyén tAm ciia hai vat chuyén dong tinh tién :

1. Dat van dé : Gia st ¢6 hai vat M; va M, co6 khoi luong m; va m, va cham

nhau. Van tdc ciia chiing truéc va cham 1a 7, va 7, .
Goi phap tuyén chung cua hai mit tiép xuc nhau cua hai vat tai diém I 13 n,In,

va khoi tam cua chung 1a C; va C, .
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DPuong théng niIn, goi la dudng va cham, duong théng C,C, got la duong
xuyén tam. Tur d6 ta c6 dinh nghia :
Va cham thang xuyén tim cua hai vat chuyén dong tinh tién 1a duong va cham

trung voi dudng thang xuyén tim ciia hai vat va van toc ¥, va ¥, déu nam trén dudng
ay.

Sau déy ta chi xét va cham thang xuyén tdm cta hai vat vi mo hinh don gian ta
xét va cham hai qua ciu.

Ta goi V,, V, va U,, U,la véan toc

n; np
ngay trudc va sau va cham cua hai qua
cau. Ta s& tim van tc viia ching sau va
cham, xung lugng va cham va mét dong Hinh 7-4
nang trong va cham.
2. Gidi bai todn :  Gia st hai qua cau c6 khéi luong m; va m, van toc trude

va cham V| va V, (V| > V,). Cac giai doan va cham nhu hinh vé& (7-5).

|I71 > 1 172 > ﬁ; 1 ﬁ > < Ul 1 U2 >
G C, G C, C, G,
.. z Giai doan phuc hoi
Giai doan bién dang Hinh 7-5

Ap dung dinh 1y bién thién dong luong trong qua trinh va cham cho hai giai
doan, ta co :
Giai doan bién fang :
my(u—-Vy) =Sy =-§, (a)
my(u—Vy)=S;p=S§, (b)
Giai doan phuc hoi
my(U; —u) = 87 =-S; ()
my(Uy —u)=8";p=5; (d)
Trong d6 u 1a van tbe chung cua hai vat lic két thuc giai doan bién dang
chuyén sang giai doan phuc hoi. S,,,S,, xung luong twong hd giita hai vat trong giai

doan phuc hdi.
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Ngoai ra bén phuong trinh trén, ta con c6 mot phuong trinh nita 12 :
Sz = k81 (C)

Giai hé nam phuong trinh trén, ta nhan duoc :

_mV+m)V,
I’I’ll +m2
m
thpﬁ—ﬂ+k)m_:m 7 =)
b (7-7)
u =V +(+k)—2 (V. -V))
ml +m2
S, = et |V1_V2|
o m, (7-8)
S, :M|U2 —U1|
ml +m2

3. Xdc dinh hé s6 phu hoi bang thire nghiém :

Tir két qua trén, ta c6 hé sd phu hoi :

Sy
S

U2_U1
VZ_VI

U

r

8

14

k:

Trong @6 U, =| U, - Uy|vaV,=|V, -V, |lavan tdc tuong

dbi cua hai vat va cham xuyén tim ngay sau va truéc va cham. -
Dua vao cong vira tim dugc, ngudi ta tién hanh nhiéu thi nghiém
xé4c dinh hé s k. Sau day 1a mot trong cac thi nghiém ay.

Ta tha vién bi roi xuéng khong van téc dau tir d6 cao Htéi g

nén nam ngang c¢O dinh, sau dé vién bi bat 1én d0 cao 16n nhat h

roi lai ro1 xuong. Vi nén ¢6 dinh, nén V, = U, = 0 theo cong thirc

Galilé thi van tdc vién bi trude va sau va cham 1a V, = /2 gH . Do 7

d6 hé s6 phuc hoi : Hinh 7-6

U,

4

2gh h

\J2gH \H

r

4. Biéu thirc mat déng nang :

Trong khi hai vat va cham nhau thi mot phﬁn dong nang bi matdila AT =T, —

T, trong d6 T, va T, la ddng nang cua h¢ ngay trudc va sau va cham.
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Theo dinh nghia ta c6 :
2 2
T = mV n m,V,
: 2 2
2 2
T = mU, + m,U,
: 2 2

Dodo AT=T,-T, = (V -U, )+ (V ~U,"). Theo cong thirc (7-7) sau

khi bién do61 ta nhan duoc :

AT = """ (2w, -7,) (7-9)

m, +m,
Ta s€ ap dung cong thirc nay vao viéc dung bla ren va dong coc dinh. Trudce
khi va dap bua co6 van toc V; con vat bi va dap V, = 0. Khi do :

mm,

AT = "2 (1- k) P2

m, + m,
Neéu T, 1a dong nang cua hé trudc va dap, ta co :

mym,

AT =" _pr
m, +m,
2
Hay : AT _ T (1-kY) = 1=K 43 hiéu suat cua bua rén.
. m+m, 14+ L
m,

RS rang dé ting hiéu suét 1 thi ta phai giam ti s6 m , nghia 13 khéi luong cua
m,

bua phai hon khéi luong cua de rat nhiéu.

Vidu : Néu LT E va k = 0 thi n = 90%. Khi dung bua dong coc hay dong dinh ,

m,
lugng AT 1a vo ich, tir cong thirc trén ta tim hiéu suét cuia baa 1a :

_T-AT | AT, 1K
L T

m
1+—+L
m,

Vay muén ting hiéu suit cta bua thi khoi lugng cia bha phai 16n hon khong

lwong cua dinh hay coc rat nhiéu lan.
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PHAN VA CHAM

Viy muén ting hiéu suit cua bua thi khdi lugng cia baa phai 16n hon khong

luong cua dinh hay coc rat nhiéu lan.

Vidu: ™ =10,k=0 thin=90%.

m,
3.2 Va cham cua vat qauy. Tam va cham :

1. Va cham cua vat quay:

Gia s ta c¢6 vat rin quay quanh truc z c¢6 dinh,
chiu tac dung xung luong S . Khi d6 & cac 6 d5 A va B
s& xuat hién cac xung luong va cham S, va S,. Ap
dung dinh 1y bién thién momen dong luong ta co:
L@)-L.M=3m.(S,) (a)
Trong d6 L,(1) = J,.o1, L(1) = J,.0, 1a mOmen

dong lugng cua vat doi vai truc z trude va sau va cham.

Con:
2m(S) =m.(S)+m.(S,)+m.(S,). 3
Nhung m_(S,)=m_(S,)=0. Cho nén phuong
trinh (a) c6 thé viét :
T (@2 = ©1) = m_(S)
Hay : W — O = m}(S*) (7-10)

z

2. Xung lwong phan luc va cham :

Bay gio ta tim xung luong phan luc va
cham 6 truc A va B 1a §A va 53. Mubn vay, ta
chon hé truc Axyz sao cho khdi tam C cua vt
nam trong mit phang Ayz. Gia sit AB = b, HC
=a. (HC L truc 7). Ap dung céac dinh ly dong
luong va mémen dong lugng voi chi ¥ hinh
chiéu dong luong 1én cac truc toa do 1a

Qix =-MV¢(1) = -M.a.0;
Qx =-MV(2) =-M.a.o,

Hinh 7-8

S
o |
’ A
Hinh 7-7
\ Z
y »
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Con Q,=Q,=0.Do do, taco:

-Ma(w,—w,)=S, +S, +S,
Sy +S8p+8,=0
S,+S5.=0
~J (@, —@)=-S,,b+m(S)
—J (0, @) =S, b+m(S)
Tu nam phuong trinh nay ta tim dugc xung lugng phan lIuc : Say, Say, Saz, Sex, Sgy-

3. Tam va cham :

Tir két qua trén ta nhan thiy rang khi tac dung xung luong S 18n vat quay ma
khong sinh ra phan luc dong luc S, va S, 6 cac 6 truc do va cham gay ra, nén thoa
mén diéu kién sau :

S,=S,=0

Tasuyra: Sy =S, =0, nghia la xung luong S phai vudng goc mit phiang Ayz
hay noi cach khac 13 xung luong S vudng gdc mit phang chira truc quay va khdi tim
Ccuavat. Vi § 4 =S » = 0 nén hé phuong trinh khong phu thudc vao viéc chon géc toa
do. Vi vay, dé don gian ta co thé chon hé truc toa do méi 1a Oxyz, ma xung lugng S
nam trong mit phang Oxy. Khi do, ta co :

m (S)=m,(8)=0
va to hé phuong trinh ta suy ra J,, = Jy, = 0,
nghia 1 mat phang Oxy 1a mat phang ddi xtng. B
Nhu vy, tir phuong trinh dau cua hé phuong E;j Z
trinh ta c6 : S = Ma(w, — ®), vi Sp\=Sg = 0 nén

SAXZSBx = 0, con SX =-S.

Ta da biét :
m_(S) hS LN
W, -0 = =—
J.o .
Cudi cung ta ciing nhan duoc : ®
S i 7.0
h= AJ4 (7-12) A NIN
a
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Tém lai, mudn cho vat quay quanh mét truc ¢d dinh khong phat sinh phan luc
va cham. Khi ¢6 xung luc tac dung thi can c6 cac diéu kién sau :

a) Xung luong va dap S nidm trong mit phang vudng goc véi truc quay va truc
quay 1a truc quéan tinh chinh ddi v6i giao diém cia truc véi mat phang ay.

b) Xung luong va dap S phai vudng gbc mit phang chira truc quay va khéi tim

cua vat.
0] § -

¢) Xung luong va dap S cach truc quay mot doan 4 = J
a

va ¢ v€ cung phia véi khoi tam cua vat. alp

Vidy : Tim tdm va cham cta thanh déng chit OA =1 quay C |-

quanh truc O vudng gbc thanh.

K J
Bai gidi: Gia st xung luong va dap S thoa man diéu kién trén
daplaK. Ap d ong thirc trén ta ¢ :
va dap la p dung cong thirc trén ta co A Hinh 7-10
J. _ M’
Ma 3%1
2

Va cham ciia vit quy quanh truc c6 dinh va tim va cham

a) Bai todn : Cho tdm phang quay

quanh mot truc vudng goéc voi mat tam tai

O. Xung luong va cham S tac dung trong
mit phang ciia tim tao béi OC mot goc o.
Tai thoi diém va cham, tim c6 van tdc gbc
wo. Hiy tim véan téc goc o ciia tim sau va
cham va xung luong cua cac phan lyc & truc

0.

Bai gigi: Xét tam quay

Ap dung dinh 1i dong luong ta co : v
MIZC_MVOC:S;"'EO (1)

Con theo dong lugng mémen dong luong ta co :
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J o0 = J 5.0 :ﬁo(g) (2)
Tir (1) d6i voi truc Ox, Oy ta co :
MV, —MV,. =8, +Ssina

3
0=S5, +Scosa )
2)=> Jo( @1 - ®y) = S.sina.Ol
Dét oC= a, ta co Vlcz ami, VOC = amy
3)= Ma( ®; - @) = S.sina.Ol  (5)
Tu (3), (4) & (5) ta tim dugc :
W, = 0, +iOISina
0
S, ==Scosa (a)
S, =SsinaMeOL_y
0
Tdam va cham :
Soy = 0=>coso =0 =>a=m/2
Sox=0=> 1301 | _o — or=o
Jo Ma

Vay ¢ tai truc O ching xudt hién xung lyc va cham cia phan lyc khi tdm chiu
tac dung luc va cham S. Thi S phai vudng goc duong thang OC va di qua I €OC, sao

J .2 C 1A
cho OI == . biém dugc goi la tAm va cham.

Ma

—
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