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LỜI NÓI ðẦU 

 Toán Rời rạc (Discrete mathematics) là môn toán học nghiên cứu các ñối tượng rời 
rạc. Nó ñược ứng dụng trong nhiều ngành khoa học khác nhau, ñặc biệt là trong tin học 
bởi quá trình xử lý thông tin trên máy tính thực chất là một quá trình rời rạc.  

Phạm vi nghiên cứu của Toán Rời rạc rất rộng, có thể chia thành các môn học khác 
nhau. Theo quy ñịnh của chương trình môn học, giáo trình này ñề cập ñến các lĩnh vực: 
Thuật toán và bài toán ñếm; Lý thuyết ñồ thị; ðại số Logic và ñược chia thành 8 
chương: 
    -  Chương 1 ñề cập ñến một trong các vấn ñề cơ bản nhất của Thuật toán ñó là ñộ 
phức tạp về thời gian của thuật toán. 
    -  Chương 2 nói về các nguyên lý cơ bản của Bài toán ñếm.  
    -  Các chương 3, 4, 5 và 6 trình bày về Lý thuyết ñồ thị và các ứng dụng. ðây là phần 
chiếm tỷ trọng nhiều nhất của giáo trình. Trong ñó có các chương về các khái niệm cơ 
bản của ñồ thị, các ñồ thị ñặc biệt như ñồ thị Euler, ñồ thị Hamilton, ñồ thị phẳng, Cây 
cùng các ứng dụng của các ñồ thi ñặc biệt này. Riêng chương 6 dành cho một vấn ñề 
trọng là một số bài toán tối ưu trên ñồ thị hoặc bài toán tối ưu ñược giải bằng cách ứng 
dụng lý thuyết ñồ thị. 
    -  Chương 7 là các kiến thức cơ bản về ðại số Boole, một công cụ hữu hiệu trong 
việc thiết kế các mạch ñiện, ñiện tử. 

Cuối giáo trình là phụ chương: Những khái niệm cơ bản về toán Logic ñể người 
học có thể tự nghiên cứu thêm về Toán Logic. 

 Trong mỗi chương chúng tôi cố gắng trình bày các kiến thức cơ bản nhất của 
chương ñó cùng các thí dụ minh họa cụ thể. Vì khuôn khổ số tiết học nên chúng tôi 
lược bỏ một số chứng minh phức tạp. Cuối mỗi chương ñều có các bài tập ñể người học 
ứng dụng, kiểm chứng các lý thuyết ñã học, ñồng thời cũng cung cấp một số ñáp số của 
các bài tập ñã cho. 

 Cũng cần nói thêm rằng toán Rời rạc không chỉ ñược ứng dụng trong tin học mà 
còn ñược ứng dụng trong nhiều ngành khoa học khác. Bởi vậy giáo trình cũng có ích 
cho những ai cần quan tâm ñến các ứng dụng khác của môn học này. 

 Tác giả xin chân thành cảm ơn các bạn ñồng nghiệp ñã ñộng viên và góp ý cho 
việc biên soạn giáo trình này. ðặc biệt chúng tôi xin cảm ơn Nhà giáo ưu tú Nguyễn 
ðình Hiền ñã hiệu ñính và cho nhiều ý kiến ñóng góp bổ ích và thiết thực. 

 Vì trình ñộ có hạn và giáo trình ñược biên soạn lần ñầu nên không tránh khỏi các 
thiếu sót. Tác giả rất mong nhận ñược các ý kiến ñóng góp của các ñồng nghiệp và bạn 
ñọc về các khiếm khuyết của cuốn sách. 

TÁC GIẢ 
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CHƯƠNG1. 

  THUẬT TOÁN  

 

1.   ðịnh nghĩa. 
2.   Mô tả thuật toán bằng lưu ñồ. 
3.   Mô tả thuật toán bằng ngôn ngữ phỏng Pascal. 
 3.1.   Câu lệnh Procedure (thủ tục) hoặc Function (hàm). 
 3.2.   Câu lệnh gán. 
 3.3.   Khối câu lệnh tuần tự. 
 3.4.   Câu lệnh diều kiện. 
 3.5.   Các câu lệnh lặp. 
4.   ðộ phức tạp của thuật toán. 
 4.1.   Khái niệm ñộ tăng của hàm. 
 4.2.   ðộ tăng của tổ hợp các hàm. 
 4.3.   ðộ phức tạp của thuật toán. 
5.   Thuật toán tìm kiếm 
 5.1.  Thuật toán  tìm kiếm tuyến tính (còn gọi là thuật toán tìm kiếm tuần tự). 
 5.2.  Thuật toán tìm kiếm nhị phân. 
6. Thuật toán ñệ quy.  
 6.1.   Công thức truy hồi. 
 6.2.   Thuật toán ñệ quy. 
 6.3.   ðệ quy và lặp 
7.  Một số thuật toán về số nguyên. 
 7.1.   Biểu diễn các số nguyên. 
 7.2.   Cộng và nhân trong hệ nhị phân. 

1.  ðịnh nghĩa 

  Thuật toán (algorithm) là một dãy các quy tắc nhằm xác ñịnh một dãy các thao tác 
trên các ñối tượng sao cho sau  một  số  hữu  hạn bước thực  hiện sẽ ñạt  ñược  mục  tiêu 
ñặt ra. 
     
 Từ ñịnh nghĩa của thuật toán cho thấy các ñặc trưng (tính chất) cơ bản của thuật toán 
là: 
 a.  Yếu tố vào, ra: 

• ðầu vào (Input): Mỗi thuật toán có một giá trị hoặc một bộ giá trị ñầu vào 
từ một tập xác ñịnh ñã ñược chỉ rõ. 

• ðầu ra (Output): Từ các giá trị ñầu vào, thuật toán cho ra các giá trị cần 
tìm gọi là kết quả của bài toán. 
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 b.  Tính dừng: 

 Sau một số hữu hạn bước thao tác thuật toán phải kết thúc và cho kết quả . 

 c.  Tính xác ñịnh: 
 Các thao tác phải rõ ràng, cho cùng một kết quả dù ñược xử lý trên các bộ xử lý khác 
nhau (hai bộ xử lý trong cùng một ñiều kiện không thể cho hai kết quả khác nhau). 

 d.  Tính hiệu quả 
 Sau khi ñưa dữ liệu vào cho thuật toán hoạt ñộng phải ñưa ra kết quả như ý muốn. 

 e.  Tính tổng quát 

 Thuật toán phải ñược áp dụng cho mọi bài toán cùng dạng chứ không phải chỉ cho 
một tập ñặc biệt các giá trị ñầu vào. 

 Có nhiều cách mô tả thuật toán như: Dùng ngôn ngữ tự nhiên; dùng lưu ñồ (sơ ñồ 
khối); dùng một ngôn ngữ lập trình nào ñó (trong giáo trình này dùng loại ngôn ngữ mô tả 
gần như ngôn ngữ lập trình Pascal và gọi là phỏng Pascal); … 

2.  Mô tả thuật toán bằng lưu ñồ 

 Sau khi có thuật toán ñể giải bài toán, trước khi chuyển sang ngôn ngữ lập trình, người 
ta thường phải thể hiện thuật toán dưới dạng sơ ñồ. Sơ ñồ ñó gọi là lưu ñồ của thuật toán. 
Các ký hiệu quy ước dùng trong lưu ñồ ñược trình bày trong bảng 1. 

Bảng 1. Các ký hiệu quy ước dung trong lưu ñồ thuật toán 

Tên ký hiệu Ký hiệu Vai trò của ký hiệu 
Khối mở ñầu 
        hoặc kết thúc 

 Dùng ñể mở ñầu hoặc kết thúc 
thuật toán 

Khối vào ra 
 

 ðưa dữ liệu vào và in kết quả 

Khối tính toán 
 

 Biểu diễn các công thức tính toán 
và thay ñổi giá trị các ñối tượng 

Khối ñiều kiện 
 

 Kiểm tra các ñiều kiện phân nhánh 
 
 

Chương trình con 
 

 Gọi các chương trình con 

Hướng ñi của  
          thuật toán 

 Hướng chuyển thông tin, liên hệ 
giữa các khối 

 Thí dụ: Thuật toán giải phương trình bậc hai  ax2 + bx + c = 0 gồm các bước sau: 

1)   Xác ñịnh các hệ số a, b, c (thông tin ñầu vào) 
2)   Kiểm tra hệ số a: 

 -  Nếu a = 0:  Phương trình ñã cho là phương trình bậc nhất, nghiệm là: 
b

c
x −= . 

 -  Nếu a ≠ 0:  Chuyển sang bước 3. 
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3)   Tính biệt thức   ∆ = b2 – 4ac. 
4)   Kiểm tra dấu của biệt thức ∆ 
 -   Nếu  ∆ ≥ 0:  Phương trình có nghiệm thực 
 -   Nếu  ∆ < 0:  Phương trình có nghiệm phức 
5)  In kết quả 

 Lưu ñồ của thuật toán ñược trình bày trong hình 1 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

3.  Mô tả thuật toán bằng ngôn ngữ phỏng Pascal 

 ðể giải bài toán trên máy tính ñiện tử phải viết chương trình theo một ngôn ngữ lập 
trình nào ñó (Pascal, C, Basic, ...). Mỗi ngôn ngữ lập trình có một quy tắc cấu trúc riêng. 
ðể thay việc mô tả thuật toán bằng lời, có thể mô tả thuật toán bằng các cấu trúc lệnh 
tương tự như ngôn ngữ lập trình Pascal và gọi là ngôn ngữ phỏng Pascal. 
 Các câu lệnh chính dùng ñể mô tả thuật toán gồm có: Procedure hoặc Function; câu 
lệnh gán; các câu lệnh ñiều kiện; các vòng lặp. Ngoài ra khi cần giải thích các câu lệnh 
bằng lời, có thể ñể các lời giải thích trong dấu (* ... *) hoặc {…}.  
 Nghĩa là ngôn ngữ phỏng Pascal hoàn toàn tương tự ngôn ngữ lập trình Pascal, nhưng 
không có phần khai báo. Tuy nhiên, phải nêu rõ ñầu vào (Input) và ñầu ra (output) của 
thuật toán. 

           Bắt ñầu 
 

 
            Nhập a, b, c 

 
                    Sai              a = 0                ðúng 

 
 

                            ∆ = b2 = 4ac                                                                 
b

c
x −=  

 

                    Sai         ∆ ≥ 0         ðúng 
 
 

  Phần thực = 
a2

b
−                             

2a

b
x1

∆+−
=  

  Phần ảo  =  
2a

∆−
                           

2a

b
x2

∆+−
=  

 
 

   Thông báo kết quả 
 

       Kết thúc 
 

Hình 1.  Lưu ñồ giải phương trình bậc hai 
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3.1.  Câu lệnh Procedure (thủ tục) hoặc Function (hàm) 
 ðứng ngay sau câu lệnh này là tên của thủ tục hoăc tên hàm. Các bước thực hiện của 
thuật toán ñược mô tả trong thủ tục (hàm) ñược bắt ñầu bởi từ khóa begin và kết thúc bởi 
từ khóa end. 

      Thí dụ 1 

               Function Max(a, b, c)  (* Hàm tìm số lớn nhất trong 3 số a, b, c *) 
       Begin 
  (* thân hàm*) 
       End; 

      Thí dụ 2 

     Procedure Giai_phuong_trình_bac_hai (* Thủ tục giải phương trình bậc hai *) 
        Begin 
  (* thân thủ tục *) 
        End; 
       Chú ý rằng, khi mô tả thuật toán bằng function, trước khi kết thúc (end) thuật toán 
phải trả về (ghi nhận) giá trị của function ñó. 

3.2.  Câu lệnh gán   
      Dùng ñể gán giá trị cho các biến. Cách viết: 

Tên biến := giá trị gán 

     Thí dụ:  x := a;        (*biến x ñược gán giá trị a*) 
                  max := b;   (*biến max ñược gán giá trị b*) 

3.3.  Khối câu lệnh tuần tự 
       ðược mở ñầu bằng từ khóa begin và kết thúc bằng end như sau: 
  begin 
      Câu lệnh 1; 
      Câu lệnh 2; 
      ... ..... 
       Câu lệnh n; 
  end; 
Các lệnh ñược thực hiện tuần tự từ câu lệnh thứ nhất ñến câu lệnh cuối cùng. 

3.4.  Câu lệnh ñiều kiện 
      Có hai dạng: dạng ñơn giản và dạng lựa chọn. 

a. Dạng ñơn giản: Cách viết: 
if  <ñiều kiện>  then  câu lệnh hoặc khối câu lệnh; 

       Khi thực hiện, ñiều kiện ñược kiểm tra, nếu ñiều kiện thỏa mãn thì câu lệnh (khối câu 
lệnh) ñược thực hiện, nếu ñiều kiện không thỏa mãn thì lệnh bị bỏ qua. 
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      b.  Dạng lựa chọn: Cách viết: 
if  <ñiều kiện>  then  câu lệnh hoặc khối câu lệnh 1  else  câu lệnh hoặc khối câu lệnh 2; 

 Khi thực hiện, ñiều kiện ñược kiểm tra, nếu ñiều kiện thỏa mãn thì câu lệnh (khối câu 
lệnh) 1 ñược thực hiện, nếu ñiều kiện không ñược thỏa mãn thì câu lệnh (khối câu lệnh) 2 
ñược thực hiện. 

 Thí dụ 1.   Thuật toán tìm số lớn nhất trong 3 số thực a, b, c. 
               -  ðầu tiên cho max = a; 
               -  So sánh max với b, nếu  b > max thì max = b; 
               -  So sánh max với c, nếu c > max thì max = c. 
  Function  max(a,b,c) 
         Input:    3 số thực a,b,c; 
         Output:  Số lớn nhất trong 3 số ñã nhập; 
     Begin 
  x := a; 
  if  b > x  then  x:= b; 
  if  c > x  then  x:= c; 
  max := x; 
      End; 

 Thí dụ 2.   Thuật toán giải phương trình bậc hai  ax2 + bx + c = 0  
Procedure  Giai_phuong_trinh_bac2; 

        Input:    Các hệ số a, b, c; 
        Output:  Nghiệm của phương trình; 

      begin 
           if  a = 0  then  x := -c/b; 
           if  a ≠ 0 then 
               begin 
                    ∆ := b2 – 4ac; 
                    if  ∆ ≥ 0  then  
                                     begin 

                                         x1 = (– b – ∆ )/2a ; 

                                         x2 = (– b + ∆ )/2a; 
                                     end 
                                  else  
                                     begin 
                                         Phần thực := -b/2a; 

                                         Phần ảo := ( ∆− )/2a; 
                                      end; 
                 end; 
      end; 
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3.5.  Các câu lệnh lặp 

       Có hai loại: Loại có bước lặp xác ñịnh và loại có bước lặp không xác ñịnh. 

a. Loại có bước lặp xác ñịnh:  Cách viết như sau: 
for  biến ñiều khiển := giá trị ñầu  to  giá trị cuối  do  câu lệnh hoặc khối câu lệnh; 

 Khi thực hiện, biến ñiều khiển ñược kiểm tra, nếu biến ñiều khiển nhỏ hơn hoặc bằng 
giá trị cuối thì câu lệnh (khối câu lệnh) ñược thực hiện. Tiếp ñó biến ñiều khiển sẽ tăng 
thêm 1 ñơn vị và quá trình ñược lặp lại cho ñến khi biến ñiều khiển lớn hơn giá trị cuối thì 
vòng lặp dừng và cho kết quả. Như vậy hết vòng lặp for số bước lặp là giá trị cuối (của 
biến ñiều khiển) trừ giá trị ñầu cộng một. 
 Thí dụ:  Tìm giá trị lớn nhất của dãy số a1, a2, …,an. 
        Thuật toán:  ðầu tiên cho giá trị lớn nhất (max) bằng a1, sau ñó lần lượt so sánh max 
với các số ai (i = 2, 3, …, n), nếu max < ai thì max bằng ai, nếu max > ai thì max không ñổi. 

    Function  max_day_so; 
         Input:     Dãy số a1, a2, … ,an; 
         Output:  Giá trị lớn nhất (max) của dãy số ñã nhập; 
         begin 
             max := a1 ; 
             for  i:= 2  to  n  do  
                    if ai > max  then  max := ai ; 
           max_day_so := max; 
         end; 

 Chú thích:  Vòng lặp for còn cách viết lùi biến ñiều khiển như sau: 
     for biến ñiều khiển := giá trị cuối downto giá trị ñầu do câu lệnh hoặc khối câu lệnh; 

Việc thực hiện câu lệnh này tương tự như khi viết biến ñiều khiển tăng dần. 

b.  Loại có bước lặp không xác ñịnh:  Có hai cách viết 

        Cách thứ nhất:  while  ñiều kiện  do  câu lệnh hoặc khối câu lệnh; 

 Khi thực hiện, ñiều kiện ñược kiểm tra, nếu ñiều kiện ñược thoả mãn thì câu lệnh 
(khối câu lệnh) ñược thực hiện. Nếu ñiều kiện không thoả mãn thì vòng lặp dừng và cho 
kết quả. 

 Thí dụ:  Kiểm tra xem số nguyên dương m ñã cho có phải là số nguyên tố không? 
       Thuật toán như sau: Số m là số nguyên tố nếu nó không chia hết cho bất cứ số nguyên 

dương khác 1 nào nhỏ hơn hoặc bằng m .  
 Thật vậy, nếu m là một hợp số (không phải là số nguyên tố), nghĩa là tồn tại các số 
nguyên dương a, b sao cho: 

m = a.b    ⇒    a ≤ m  hoặc b ≤  m  

Vậy, nếu m là số nguyên tố thì m không chia hết cho mọi số nguyên dương i, 2≤ i≤ m  
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Procedure nguyento(m); 
   Input:    Số nguyên dương m; 

            Output:  True, nếu m là số nguyên tố;   False, nếu m không phải là số nguyên tố; 
        begin 
              i := 2; 

             while  i  ≤ m    do  
                   begin 
                        if  m mod i  = 0  then  nguyento := false 
                                                   else  nguyento := true; 
           i := i+1; 
                 end; 
      end; 

 Cách thứ hai:  repeat  câu lệnh hoặc khối câu lệnh  until  ñiều kiện; 

 Khi thực hiện, câu lệnh (khối câu lệnh) ñược thực hiện, sau ñó ñiều kiện ñược kiểm 
tra, nếu ñiều kiện sai thì vòng lặp ñược thực hiện, nếu ñiều kiện ñúng thì vòng lặp dừng và 
cho kết quả. 

 Thí dụ:  Thuật toán Ơ-clit tìm ước số chung lớn nhất của hai số nguyên dương a, b 
như sau: Giả sử a > b và a chia cho b ñược thương là q và số dư là r, trong ñó a, b, q, r là 
các số nguyên dương: 

a = bq + r 
suy ra:              ƯCLN(a, b) = ƯCLN(b, r) 
và số dư cuối cùng khác không là ước số chung lớn nhất của a và b. 

 Thật vậy:   Giả sử d là ước số chung của hai số nguyên dương a và b, khi ñó:  r = a – 
bq chia hết cho d. Vậy d là ước chung của b và r. 
 Ngược lại, nếu d là ước số chung của b và r, khi ñó do bq + r = a cũng chia hết cho d. 
Vậy d là ước số chung của a và b. 
        Chẳng hạn, muốn tìm ước số chung lớn nhất của 111 và 201 ta làm như sau: 

201 = 1. 111 + 90 
111 =  1. 90 + 21 
90 =  4. 21 + 6 
21 =  3.  6 + 3 

                                                              6 =  2. 3 
Vậy ƯCLN(111, 201) = 3 (3 là số dư cuối cùng khác 0). 

Function   UCLN(a, b)   
     Input:    a, b là 2 số nguyên dương; 
     Output:  UCLN(a, b);  
     begin 
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                 x := a; 
                y : = b; 
               repeat 
         begin 
     r := x mod y;  (* r là phần dư khi chia x cho y *) 
     x : = y;    y := r ; 
                             if  y ≠ 0 then uc := y; 
         end; 
               until  y =  0;   

     UCLN := uc;  
         end  ; 

Chú ý:   Khi giải các bài toán phức tạp thì thường phải phân chia bài toán ñó thành 
các bài toán nhỏ hơn gọi là các bài toán con. Khi ñó phải xây dựng các thủ tục hoặc hàm ñể 
giải các bài toán con ñó, sau ñó tập hợp các bài toán con này ñể giải bài toán ban ñầu ñã 
ñặt ra. Thuật ngữ tin học gọi các chương trình giải bài toán con ñó là các chương trình con. 

Thí dụ:  Tìm số nguyên tố nhỏ nhất lớn hơn số nguyên dương m ñã cho.  
      Procedure  So_nguyen_to_lon_hon(m); 
      Input:     Số nguyên dương m; 
      Output:  n là số nguyên tố nhỏ nhất lớn hơn m; 
      begin 
      n := m + 1; 
      while  nguyento(n) = false  do  n := n + 1; 
      end; 

4.  ðộ phức tạp của thuật toán 

      Có hai lý do làm cho một thuật toán ñúng có thể không thực hiện ñược trên máy tính. 
ðó là do máy tính không ñủ bộ nhớ ñể thực hiện hoặc thời gian tính toán quá dài. Tương 
ứng với hai lý do trên người ta ñưa ra hai khái niệm: 
 -  ðộ phức tạp không gian của thuật toán, ñộ phức tạp này gắn liền với các cấu trúc 
dữ liệu ñược sử dụng. Vấn ñề này không thuộc phạm vi của môn học này. 
 -  ðộ phức tạp thời gian của thuật toán, ñộ phức tạp này ñược thể hiện qua số lượng 
các câu lệnh về các phép gán, các phép tính số học, phép so sánh, … ñược sử dụng trong 
thuật toán khi các giá trị ñầu vào có kích thước ñã cho. 

4.1.  Khái niệm ñộ tăng của hàm 

 Trước hết xét thí dụ: Giả sử thời gian tính toán của một thuật toán phụ thuộc vào kích 
thước n của ñầu vào theo công thức: 

t(n) = 60n2 + 9n + 9 
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Bảng sau cho thấy khi n lớn, t(n) xấp xỉ số hạng 60n2 : 

n t(n) = 60n2 + 9n + 9 60n2 

10 
100 

1 000 
10 000 

9099 
600 909 

60 009 009 
6 000 090 009 

6000 
600 000 

60 000 000 
6 000 000 000 

     ðịnh nghĩa:  Cho f(x) và g(x) là hai hàm từ tập số nguyên hoặc tập số thực vào tập 
các số thực. Người ta nói f(x) là O(g(x)) hay f(x) có quan hệ big-O với g(x), ký hiệu f(x) = 
O(g(x)), nếu tồn tại hai hằng số C và k sao cho: 

| f(x) |  ≤  C. | g(x) |,   ∀x ≥ k. 

    Thí dụ 1.      t(n) = 60n2 + 9n + 9 = O(n2) 
       Thật vậy:   ∀n ≥ 1, ta có:   | 60n2 + 9n +9| =  60n2 + 9n +9 

                                                                          =  







++

2

2

n

9

n

9
60n  

 ≤   n2 (60 + 9 + 9)  =  78n2. 
                Vậy  C = 78;   k = 1. 
       Tương tự ta có thể chứng minh:   

Pn(x) = a0x
n + a1x

n-1 + ... + an = O(xn) , x ∈ R. 
         Thí dụ 2.     f(n) = 1 + 2 + 3 + ... + n   <  n + n + n + ... + n  =  n.n  =  n2. 
                  Vậy   f(n) = O(n2).  
         Thí dụ 3.   Ta có:   n! < nn ,     suy ra:   n! = O(nn);     (C = k = 1) 
         Thí dụ 4.   ∀n:   n!  <  nn ,    lg(n!) < n lgn ,     
                              suy ra   lg(n!) = O(nlgn);   (C = k = 1) 
        Thí dụ 5.   Ta có:  lgn < n , suy ra   lgn = O(n) ;    (C = k = 1) 

 Có thể hiểu ñơn giản quan hệ f(x) = O(g(x)) là f(x) và g(x) là "cùng cấp", tuy nhiên 
g(x) là hàm ñơn giản nhất có thể ñại diện cho f(x) về ñộ lớn cũng như tốc ñộ biến thiên.  

4.2.  ðộ tăng của tổ hợp các hàm 

      ðịnh lý:  Nếu f1(x) = O(g1(x))  và  f2(x) = O(g2(x)) 
         Thì:  1)  (f1 + f2)(x) = O(max{g1(x), g2(x)}). 
                 2)  (f1.f2)(x) = O(g1(x).g2(x)) 

Chứng minh:   Theo giả thiết, ta có:       | f1(x)|  ≤   C1 | g1(x)) |   ,    ∀x > k1 
                                                                | f2(x)|  ≤   C2 | g2(x)) |   ,    ∀x > k2 
Chọn k = max(k1; k2) thì cả hai bất ñẳng thức ñều thoả mãn. Do ñó: 

         1)  |(f1 + f2)(x)| = |f1(x) + f2(x)| ≤ |f1(x)| + |f2(x)| ≤ 
                                                   ≤ C1|g1(x)| + C2|g2(x)| ≤ (C1 + C2)g(x) 

  ở ñây g(x) = max{|g1(x)|, |g2(x)|}. 
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2) |(f1.f2)(x)| = |f1(x)|.|f2(x)| ≤  C1C2 |g1(x)|.|g2(x)|  =  C1C2|g1(x)g2(x)| 

 Hệ quả:   Nếu  f1(x) = O(g(x)),  f2(x) = O(g(x))  thì  (f1+f2)(x) = O(g(x)) 

 Thí dụ.  Cho ñánh giá O của các hàm: 
 1/    f(n) = 2nlg(n!) + (n3

 + 3)lgn  , n ∈ N. 
 2/    f(x) = (x + 1)lg(x2 + 1) + 3x2 ,  x ∈ R. 

       Giải:  1)  Ta có:  lg(n!) = O(nlgn)  ⇒   2nlg(n!) = O(n2lgn) 
                                                                      (n3 + 3)lgn = O(n3lgn) 
                        Vậy    f(n) = O(n3lgn) 
      2)  Ta có:  lg(x2 + 1) ≤ lg2x2 = lg2 + 2lgx ≤ 3lgx ,    ∀x > 1 
         ⇒   lg(x2 + 1) = O(lgx)    ⇒  (x + 1)lg(x2 + 1) = O(xlgx) 
  Mặt khác:   3x2  = O(x2)   và  max{xlgx; x2}  = x2. 

 Vậy   f(x) = O(x2).  

4.3.  ðộ phức tạp của thuật toán 
Như ñã nói ở phần ñầu của mục 4, chúng ta chỉ ñề cập ñến ñộ phức tạp về thời gian 

của thuật toán. ðộ phức tạp về thời gian của thuật toán ñược ñánh giá qua số lượng  
các phép toán mà thuật toán sử dụng. Vì vậy phải ñếm các phép toán có trong thuật toán. 
Các phép toán phải ñếm là: 

- Các phép so sánh các số nguyên hoặc số thực; 
- Các phép tính số học: cộng, trừ, nhân, chia; 
- Các phép gán; 
- Và bất kỳ một phép tính sơ cấp nào khác xuất hiện trong quá trình tính toán. 
Giả sử số các phép toán của thuật toán là f(n), trong ñó n là kích thước ñầu vào, khi 

ñó người ta thường quy ñộ phức tạp về thời gian của thuật toán về các mức: 
• ðộ phức tạp O(1), gọi là ñộ phức tạp hằng số, nếu f(n) = O(1). 
• ðộ phức tạp O(logan), gọi là ñộ phức tạp logarit, nếu f(n) = O(logan). (ðiều kiện a 

> 1) 
• ðộ phức tạp O(n), gọi là ñộ phức tạp tuyến tính, nếu f(n) = O(n). 
• ðộ phức tạp O(nlogan), gọi là ñộ phức tạp nlogarit nếu f(n) = O(logan). (ðiều kiện 

a > 1) 
• ðộ phức tạp O(nk), gọi là ñộ phức tạp ña thức, nếu f(n) = O(nk). 
• ðộ phức tạp O(an), gọi là ñộ phức tạp mũ, nếu f(n) = O(an). (ðiều kiện a > 1) 
• ðộ phức tạp O(n!), gọi là ñộ phức tạp giai thừa, nếu f(n) = O(n!). 

 Thí dụ 1.  Tìm ñộ phức tạp của thuật toán ñể giải bài toán: Tìm số lớn nhất trong dãy n 
số nguyên a1, a2, …, an ñã cho: 
      Procedure  max(a1, a2, …, an); 
      Input:    Dãy số  a1, a2, ... , an; 
      Output:  Số lớn nhất (max) của dãy số ñã cho; 
       begin 
  max := a1; 
  for i := 2 to  n  do 
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       if  ai > max   then  max := ai; 
      end;  

              Mỗi bước của vòng lặp for phải thực hiện nhiều nhất 3 phép toán: phép gán biến 
ñiều khiển i, phép so sánh ai với max và có thể là phép gán ai vào max; vòng lặp có (n – 1) 
bước (i = 2, 3, …, n) do ñó nhiều nhất có cả thảy 3(n - 1) phép toán phải thực hiện. Ngoài 
ra thuật toán còn phải thực hiện phép gán ñầu tiên max := a1.  
 Vậy số phép toán nhiều nhất mà thuật toán phải thực hiện là: 

3(n – 1) + 1 = 3n – 2 = O(n) 
        ðộ phức tạp về thời gian của thuật toán là ñộ phức tạp tuyến tính. 

 Thí dụ 2.  ðộ phức tạp của thuật toán  nhân ma trận. 

     Procedure   nhân_matran; 
         Input:  2 ma trận  A = (aij)m x p và  B = (bij)p x n; 
         Output:   ma trận tích  AB = (cij)m x n ; 
         Begin 
  for  i:=1 to  m  do 
     for  j:=1 to  n  do 
         begin 
   cij := 0; 
   for  k:=1  to  p  do 
       cij := cij + aikbkj ; 
         end; 
         End. 

 Số phép cộng và số phép nhân trong thuật toán trên là: Với mỗi phần tử cij phải thực 
hiện p phép nhân và p phép cộng. Có tất cả m.n phần tử cij, vậy phải thực hiện 2mnp phép 
cộng và phép nhân.  
      ðể xác ñịnh ñộ phức tạp của thuật toán, ta giả sử A, B là hai ma trận vuông cấp n, 
nghĩa là m = n = p. như vậy phải cần 2n3 phép cộng và phép nhân. Vậy ñộ phức tạp của 
thuật toán là O(n3) – ñộ phức tạp ña thức. 
      Một ñiều thú vị là, khi nhân từ 3 ma trận trở lên thì số phép tính cộng và nhân phụ 
thuộc vào thứ tự nhân các ma trận ấy. Chẳng hạn A, B, C là các ma trận có kích thước 
tương ứng là 30×20, 20×40, 40×10. Khi ñó: 
 Nếu thực hiện theo thứ tự ABC =A(BC) thì tích BC là ma trận kích thước 20×10 và 
cần thực hiện 20.40.10 = 8000 phép tính cộng và nhân. Ma trận A(BC) có kích thước 
30×10 và cần thực hiện 30.20.10 = 6000 phép cộng và nhân. Từ ñó suy ra cần thực hiện 
8000+6000 = 14000 phép tính cộng và nhân ñể hoàn thành tích ABC. 
 Tương tự, nếu thực hiện theo thứ tự ABC = (AB)C thì cần thực hiện 30.20.40 phép 
tính cộng và nhân ñể thực hiện tích AB và 30.40.10 phép cộng và nhân ñể thực hiên tích 
(AB)C. Do ñó số các phép tính cộng và nhân phải thực hiện ñể hoàn thành tích ABC là 
24000+12000 = 36000 phép tính. 
  Rõ ràng hai cách nhân cho kết quả về số lượng các phép tính phải thực hiện là khác 
nhau. 
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5.  Thuật toán tìm kiếm 

 Bài toán tìm kiếm ñược phát biểu như sau: Tìm trong dãy số a1, a2, …, an một phần tử 
có giá trị bằng số a cho trước và ghi lại vị trí của phần tử tìm ñược.  
      Bài toán này có nhiều ứng dụng trong thực tế. Chẳng hạn việc tìm kiếm từ trong từ 
ñiển, việc kiểm tra lỗi chính tả của một ñoạn văn bản, … 
 Có hai thuật toán cơ bản ñể giải bài toán này: Thuật toán tìm kiếm tuyến tính và thuật 
toán tìm kiếm nhị phân. Chúng ta lần lượt xét các thuật toán này. 

5.1.  Thuật toán tìm kiếm tuyến tính (còn gọi là thuật toán tìm kiếm tuần tự). 

      ðem so sánh a lần lượt với ai (i = 1, 2, …, n) nếu gặp một giá trị ai = a thì ghi lại vị trí 
của ai, nếu không gặp giá trị ai  = a nào (ai ≠ a. ∀i) thì trong dãy không có số nào bằng a. 
      Procedure  Tim_tuyen_tinh_phan_tu_bang_a; 
       Input:     a và dãy số a1, a2, ... , an; 
      Output:  Vị trí phần tử của dãy có giá trị bằng a, hoặc là số 0 nếu không tìm 
                               thấy a trong dãy; 
      begin 
          i := 1; 
          while  (i ≤ n  and ai ≠ a)  do    i := i + 1; 
                     if  i ≤ n  then   vitri := i    else   vitri := 0; 
      end; 

        Như vậy nếu a ñược tìm thấy ở vị trí thứ i của dãy (ai = a) thì câu lệnh i := i + 1 trong 
vòng lặp while ñược thực hiện i lần (i = 1, 2, …, n). Nếu a không ñược tìm thấy, câu lệnh 
phải thực hiện n lần. Vậy số phép toán trung bình mà thuật toán phải thực hiện là:  

O(n)
2

1n

2n

1)n(n

n

n21
=

+
=

+
=

+++ ...
 

       Vậy, ñộ phức tạp của thuật toán tìm kiếm tuyến tính là ñộ phức tạp tuyến tính. 

5.2.  Thuật toán tìm kiếm nhị phân. 

        Giả thiết rằng các phần tử của dãy ñược xếp theo thứ tự tăng dần. Khi ñó so sánh a 

với số ở giữa dãy, nếu a < am  với 




 +
=

2

n1
m  (cần nhắc lại rằng phần nguyên của x: [x] là 

số nguyên nhỏ nhất có trong x) thì tìm a trong dãy a1, …,am , nếu a > am thì tìm a trong dãy 
am+1, …, an. ðối với mỗi dãy con (một nửa của dãy ñã cho) ñược làm tương tự ñể chỉ phải 
tìm phần tử có giá trị bằng a ở một nửa dãy con ñó. Quá trình tìm kiếm kết thúc khi tìm 
thấy vị trí của phần tử có giá trị bằng a hoặc khi dãy con chỉ còn 1 phần tử.  

         Chẳng hạn việc tìm số 8 trong dãy số  5, 6, 8, 9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 22 
ñược tiến hành như sau: 
         Dãy ñã cho gồm 14 số hạng, chia dãy thành 2 dãy con: 

5, 6, 8, 9, 11, 12, 13  và   15, 16, 17, 18, 19, 20, 22 
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Vì  8 < 13 nên tiếp theo chỉ cần tìm ở dãy ñầu tiên. Tiếp tục chia ñôi thành 2 dãy: 5, 6, 8, 9 
và 11, 12, 13; vì 8 < 9 nên lại chỉ phải tìm ở dãy 5, 6, 8, 9. Lại chia ñôi dãy này thành 2 dãy 
con 5, 6 và 8, 9 thấy ngay 8 thuộc về dãy con 8, 9 và quá trình tìm kiếm kết thúc, vị trí của 
số 8 trong dãy ñã cho là thứ ba 
 Procedure  Tim_nhi_phan_phan_tu_bang_a; 
  Input:     a và dãy số a1, a2, ... , an ñã xếp theo thứ tự tăng; 
 Output:  Vị trí phần tử của dãy có giá trị bằng a, hoặc là số 0 nếu không tìm thấy  
                          trong dãy; 
 Begin 
   i := 1;  (* i là ñiểm mút trái của khoảng tìm kiếm*) 
   j := n;  (* j là ñiểm mút phải của khoảng tìm kiếm*) 
   while i < j do 
      begin 

          




 +
=

2

j1
:m ; 

          if a > am then i := m+1 
   else j := m; 
      end; 
                     if  a = ai  then   vitri := i    else   vitri := 0; 
 end; 

       ðộ phức tạp của thuật toán tìm kiếm nhị phân ñược ñánh giá như sau: Không giảm 
tổng quát có thể giả sử ñộ dài của dãy a1, a2, …, an là n = 2k với k là số nguyên dương. 
(Nếu n không phải là lũy thừa của 2, luôn tìm ñược số k sao cho 2k – 1 < n < 2k do ñó có thể 
xem dãy ñã cho là một phần của dãy có 2k phần tử). Như vậy phải thực hiện nhiều nhất k 
lần chia ñôi các dãy số (mỗi nửa dãy của lần chia ñôi thứ nhất có 2k – 1 phần tử, của lần chia 
ñôi thứ hai có 2k – 2 phần tử, …, và của lần chia ñôi thứ k là 2k – k = 20 = 1 phần tử). Nói 
cách khác là nhiều nhất có k vòng lặp while ñược thực hiện trong thuật toán tìm kiếm nhị 
phân. Trong mỗi vòng lặp while phải thực hiện hai phép so sánh, và vòng lặp cuối cùng khi 
chỉ còn 1 phần tử phải thực hiện 1 phép so sánh ñể biết không còn 1 phần tử nào thêm nữa 
và 1 phép so sánh ñể biết a có phải là phần tử ñó hay không. Từ ñó thấy rằng thuật toán 
phải thực hiện nhiều nhất 2k + 2 = 2[log2n] + 2 = O(logn) phép so sánh. 
      Vậy, ñộ phức tạp của thuật toán tìm kiếm nhị phân là ñộ phức tạp logarit. 

6.  Thuật toán ñệ quy 

6.1.  Công thức truy hồi 

 ðôi khi rất khó ñịnh nghĩa một ñối tượng nào ñó một cách tường minh, nhưng có thể 
ñịnh nghĩa ñối tượng ñó qua chính nó với ñầu vào nhỏ hơn. Cách ñịnh nghĩa như vậy gọi là 
cách ñịnh nghĩa bằng truy hồi hoặc ñịnh nghĩa bằng ñệ quy và nó cho một công thức gọi là 
công thức truy hồi. 
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 ðịnh nghĩa:  ðịnh nghĩa bằng truy hồi bao gồm các quy tắc ñể xác ñịnh các ñối 
tượng, trong ñó có một số quy tắc dùng ñể xác ñịnh các ñối tượng ban ñầu gọi là các ñiều 
kiện ban ñầu; còn các quy tắc khác dùng ñể xác ñịnh các ñối tượng tiếp theo gọi là công 
thức truy hồi. 

 Thí dụ 1.  Dãy số an ñược ñịnh nghĩa bằng ñệ quy như sau: 
a0 = 3;  an = an – 1 + 3.  

Trong ñó a0 = 3 là ñiều kiện ban ñầu, còn an = an – 1 + 3  là công thức truy hồi. 

 Thí dụ 2.  ðịnh nghĩa bằng ñệ quy giai thừa của số tự nhiên n là: 
GT(0) = 1;     GT(n) = n.GT(n – 1). 

Vì GT(n) = n! = n(n-1)(n-2)…1 = n.GT(n-1). Trong ñó GT(0) = 1 là ñiều kiện ban ñầu, còn 
GT(n) = n.GT(n – 1) là công thức truy hồi. 

 Thí dụ 3.  Dãy số F0, F1, F2, …, Fn ñược ñịnh nghĩa: 
F0 = 0;   F1 = 1;   Fn = Fn – 1 + Fn – 2 . 

            ðó chính là ñịnh nghĩa bằng ñệ quy của dãy số có tên là dãy Fibonacci. Trong ñó 
F0 = 0, F1 = 1 là các ñiều kiện ban ñầu, còn Fn = Fn – 1 + Fn – 2 là công thức ñệ quy. 
       Dễ thấy một số số hạng ñầu tiên của dãy là: 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; … 

6.2.  Thuật toán ñệ quy. 

 Nhiều khi việc giải bài toán với ñầu vào xác ñịnh có thể ñưa về việc giải bài toán ñó 
với giá trị ñầu vào nhỏ hơn. Chẳng hạn: 

n! = n . (n-1)!   hay   UCLN(a, b) = UCLN(a mod b, b) ,  a > b 

 ðịnh nghĩa:  Một thuật toán gọi là ñệ quy nếu thuật toán ñó giải bài toán bằng cách 
rút gọn liên tiếp bài toán ban ñầu tới bài toán cũng như vậy nhưng với dữ liệu  ñầu vào nhỏ 
hơn. 
 Dễ thấy cơ sở của thuật toán là công thức truy hồi. 

 Thí dụ 1.  Tính giai thừa của số tự nhiên n bằng ñệ quy. 
        Function   GT(n); 
                   Input:     Số tự nhiên n; 
        Output:   Giá trị của n!; 
        Begin 
     if  n = 0  then  GT(0) := 1 
                else   GT(n) := n*GT(n – 1); 
        End; 

 Thí dụ 2.   Tính số hạng của dãy Fibonacci bằng ñệ quy. 
       Function   Fibonacci(n); 
       Input:    Vị trí thứ n của dãy Fibonacci; 
       Output:  Giá trị  Fn của dãy Fibonaci; 
       Begin 
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            if  n = 0  then  Fibonacci(0) := 0 
               else  if  n = 1  then  Fibonacci(1) := 1 
        else   Fibonacci(n) := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2); 
       End; 

 Thí dụ 3.   Thuật toán ñệ quy tìm UCLN(a, b). 
                 Function  UCLN(a, b); 
      Input:    Hai số nguyên dương a và b; 
      Output: Ước số chung lớn nhất của a và b; 
      Begin 
  if  b = 0  then  UCLN(a, b) := a 
     else  if a > b  then  UCLN(a, b) := UCLN(a mod b, b) 
                                                            else  UCLN(a, b) := UCLN(b mod a, a); 
       End; 

 Bây giờ chúng ta thử tìm ñộ phức tạp về thời gian của một vài thuật toán viết bằng ñệ 
quy. Chẳng hạn xét thuật toán ñệ quy tính số hạng của dãy Fibonacci, ñể tính Fn  ta biểu 
diễn Fn = Fn – 1 + Fn – 2 , sau ñó thay thế cả hai số này bằng tổng của hai số Fibonacci bậc 
thấp hơn. Quá trình tiếp tục như vậy cho ñến khi F0 và F1 xuất hiện thì ñược thay bằng các 
giá trị của chúng trong ñịnh nghĩa. 
 Mỗi bước ñệ quy cho tới khi F0 và F1 xuất hiện, các số Fibonacci ñược tính hai lần. 
Chẳng hạn giản ñồ cây ở hình 2 cho ta hình dung cách tính F5 theo thuật toán ñệ quy. Từ 
ñó có thể thấy rằng ñể tính Fn cần thực hiện Fn + 1 – 1 phép cộng. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
         ðộ phức tạp của thuật toán ñệ quy tìm ước số chung lớn nhất của hai số nguyên 
dương a, b (thí dụ 3): UCLN(a,b) = UCLN(a mod b,b), nếu a ≥ b (a mod b là phần dư khi 
chia a cho b) ñược ñánh giá bằng cách ứng dụng dãy Fibonacci. 
       Trước hết bằng quy nạp toán học chúng ta chứng minh số hạng tổng quát của dãy 
Fibonacci thỏa mãn: 

                     F5 

 
                               F4                                                        F3 

 
 
                  F3                              F2                F2                               F1 

 
 
          F2                    F1         F1        F0     F1                F0 

 
 

    F1                F0 
 

Hình 2. Lược ñồ tính F5 bằng ñệ quy 
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                     Fn  > αn – 2,   ∀n ≥ 3,  trong ñó   
2

51+
=α  .                                 (1) 

 Thật vậy:    

        Ta có:    α < 2 = F3,  nghĩa là (1) ñúng với n = 3. 

        Giả sử Fn > αn – 2 ñúng với n, xét với n+1. Dễ thấy α là một nghiệm của phương trình  

x2 – x – 1 = 0  nên suy ra  α2 = α + 1.  Từ ñó: 

α
n – 1 = α2

α
n – 3 = (α + 1)αn – 3 = αn – 2 + αn – 3 . 

       Theo giả thiết quy nạp, nếu n ≥ 4, ta có  Fn – 1 > αn – 3   và  Fn > αn – 2. Thay vào ñịnh 

nghĩa  của dãy Fibonacci: 

Fn + 1 = Fn + Fn  – 1  > αn – 2 + αn – 3 = αn – 1 

       Vậy      Fn > αn – 2  ,  ∀n ≥ 3. 

        Công thức (1) ñược chứng minh. 
          Trở lại thuật toán ñệ quy tìm ước số chung lớn nhất của hai số nguyên dương a, b (a 
≥ b). ðộ phức tạp của thuật toán ñược ñánh giá qua số lượng các phép chia dùng trong 
thuật toán này. 

       ðặt r0 = a,  r1 = b, ta có:         r0 = r1q1 + r2;              0 ≤  r2 < r1, 

r1 = r2q2 + r3;              0 ≤  r3 < r2, 

..... 

rn   –  2 = rn – 1 qn – 1 + rn ;         0 ≤  rn  < rn – 1, 

rn – 1  = rn qn ;              
     Như vậy phải dùng n phép chia ñể tìm rn = UCLN(a,b). Các thương q1, q2, …, qn – 1 luôn 
lớn hơn hoặc bằng 1, còn qn ≥ 2. Từ ñó suy ra: 

rn      ≥  1  =  F2, 
rn – 1  ≥  2rn = 2F2  =  F3, 
rn – 2  ≥  rn – 1 + rn  ≥  F3 + F2 = F4, 
...  
r2     ≥  r3 + r4  ≥  Fn – 1 + Fn – 2 = Fn, 
b = r1 ≥  r2 + r3 ≥  Fn + Fn – 1 = Fn + 1. 

trong ñó Fn là số hạng thứ n trong dãy Fibonacci. 
      Vậy nếu n là số các phép chia trong thuật toán Ơ-clit tìm ước số chung lớn nhất của hai 
số nguyên dương a, b thì  b ≥ Fn + 1, trong ñó Fn là số Fibonacci thứ n.     

      Do     Fn + 1 > αn – 1  với  n > 2 và 
2

51+
=α  nên  b > αn – 1. 

Từ ñó:      lgb  >  (n – 1) lgα > 
5

1n −
        ( vì  lgα ≈ 0,208 > 

5

1
). 

Vậy:         n – 1 < 5lgb   ⇒  n < 5lgb + 1 = O(lgb). 

www.VIETMATHS.com
www.VIETMATHS.com

w
w
w
.v
ie
t
m
a
t
h
s
.c
o
m

www.VIETMATHS.com
www.vietmaths.com

